Losningar till MVEO0O12 Inledande matematik fér I1 19-01-08

Om |2z — 1| = || géller att 2z — 1 = x eller att 2z — 1 = —z. Den forsta
ekvationen ger x = 1, den andra = = 1/3.

Svar: x =1 och z = 1/3.

Vi gor radoperationer pa utdkade koefficientmatrisen till trappstegsform :

1 a 2 2 1 a 2 2
1 2 1 2—a ~ 0 2—a -1 -—a
2 2a 5 6 0 0 1 2

Nér a # 2 dr den sista matrisen pa trappstegsform och varje variabel ar basvari-
abel, eftersom de alla hor till pivotkolonner. Alltsa finns det precis en 16sning da.
Nér a = 2 &r sista matrisen

1 a 2 2 1 a 2 2 1 a 2 2
00 -1 -2 ~ 00 -1 -2 ]~1001 2
0 0 1 2 0 0 1 2 0 0 00

Sista matrisen hér &r pa trappstegsform. Sista kolonnen ar inte pivotkolonn, sa
det finns l6sningar. Andra variabeln ar fri, sa det finns odndligt manga l6sningar.

Svar: Nar a = 2.

For att funktionen ska vara definierad kriavs att x + 2 > 0, dvs att x > —2 och
att © # 0. Alltsa dr den definierad pa intervallet (0, oo).

Derivering enligt rdkneregler ger

1 1 22-2—-2 (z-2)(xz+1)

f'@) = m_ﬁ:xz(Qer) - z2(z + 2)

Pa intervallet (0, co) har dérfor f/ bara teckenvixling i 2. Vi har f/ < 0 pa (0, 2)
och f' > 0 pa (2, 00). Detta ger att funktionens minsta virde pa intervallet antas
i2dar f(2) =Ind+1/2=2In2+1/2.

Svar: 2In2+1/2.

Det giller att
—1y/ _ 1
VW= mry

Eftersom f(4) =1 giller att 4 = f~1(1). Vidare ir

243 - 2/(2VF)
@+va)?

f'(=)
som ger

1 (2+2)? 16

F4) " 2+2-4/(2-2) 3

(F=H'@

Svar: 16/3.



(e) Tangenten i (a, f(a)) har ekvation y = f’(a)(x — a) + f(a). Eftersom f'(x) =
322 — 1 har vi y = (3a® — 1)(z — a) + a® — a. Tangenten ska ga genom (0, 16),
vilket ger 16 = (3a® — 1)(—a) + a® — a = —2a>. Denna ekvation har (enbart)
l6sningen a = —2, sa tangenten har ekvationen y = 11(z +2) — 6 = 11z + 16.

Svar: y = 11z + 16.

(f) 1. Omskrivning enligt rikneregler ger

1 4+ 2
In(dz +2) — = In(z?+1) = ln(i).
( ) = 5 In ) =
Eftersom
dr+2 oz 4+2/x 4+0

4

— =
VaZt1 2] J1+1/22 140

nér x — oo géller darfor att
1 2
In(4x + 2) — 3 In(z*+1) — In4=2In2
nar r — oo.

Svar: 21n 2.

ii. Kvoten
cosx — 1

~zln(z+1)

ger ett gransvirde av typen 70/0” ndr x — 0. Derivering av téljare och
namnare ger kvoten

—sinx
In(z+1)+x/(z+1)

Q1 =

som ocksa dr av typen "0/0” niir x — 0. Ytterligare derivering ger

/(x+1)+(x+1—2)/(z+1)2

Q2 =

som har griansvirdet —1/(1+4 1) = —1/2 nér z — 0. L’Hospitals regel ger att
dven @1 och @ har detta gransvirde.

Svar: —1/2.

— —
2. (a) En normal till planet genom de tre punkterna A, B, och C ges av ¥ =AB x AC .
Eftersom planet vi soker dr vinkelréitt mot detta plan &r ¢ parallell med det sokta

L

planet. Eftersom det ska ga genom B och C dr BC ocksa parallell med det sokta
—

plantet. En normal till det ges déarfér av vx BC .

Vi har
o N 1 1 1
v = AB x AC= -1 X 0 = 2
1 -1 1



Detta ger

5 1 0 )
Uvx BC = 2 | x 1 = 2 |,
1 -2 1
sa
5
-2
-1

ar en nomral till det s6kta planet som déarfor har ekvationen 5z — 2y — z = d. Det
gar genom C'sa 5 —2—0=d, dvs d = 3.
Svar: 5z — 2y — z = 3.

(b) Enligt avstandsformel &r avstandet fran (z, y, z) = (0, 1, 1) till planet

|5z —2y—2—3]  —2-1-3 /30
V524 (=2)2 4 (—1)2 V30 5 °

Svar: v/30/5.
3. Funktionen &ar definierad for alla x utom nédr x = —2. Definitionsméngden &r darfor
(=00, —2) U (-2, c0).
Eftersom
{ —m/2 nir T — —00
arctanz — N
m/2 nir x — o0

géller att

—m/2 nir = — —00
m/2 nir x — o0

)+ {
Vi har ocksa

f(x) - —00 nir x — —27
oo nir x— —21

Detta ger att f har den lodréita asymptoten © = —2 och asymptoterna y = —m/2 samt
y =7/2 1 —oo respektive co.

Derivering ger

1 1 (r+2)2—1-2? 4dr + 3

) = S (z+2)2 i @+22(0+a%)  (z+22(1+22)

Detta visar att f dr stringt avtagande pa (—oo, —2)U(—2, —3/4] och stringt vixande

pa [—3/4, o).

Vi har ett lokalt minimum i z = —3/4 dér
3

4 3 4 4
f(_i) = g—l—arctan(—i) > g—&—arctan(—l) ==

Vi sammanfattar i foljande figur:



-10 -

Svar: Definitionsméingden dr (—oo, —2) U (=2, c0), asymptoterna éir y = —7/2 1 —o0,
y =m/21cosamt x = —2. Funktionen &r stringt avtagande pa (—oo, —2)U(—2, —3/4],
striangt vixande pa [—4/3, oo) och har den lokala minpunkten —3/4, men ingen lokal
maxpunkt. Viardeméngden dr (—oo, —7/2) U [4/5 — arctan(3/4), c0).

. Det géller att

(z+2)*
f(z) =In (W) + arctan x
ar definierad for alla x utom nér uttrycket i logaritmen ar 0, dvs nir z = —2.

Vidare giller att samma uttryck — oo, nir z — too. Eftersom arctanx — +7/2,
nir x — oo, giller darfér att f(z) — oo, nir x — +oo. Nir x — —2 giiller att
flz) = —c0.

Riéknerelger for logaritmer ger
fz)=4n |z +2]|— g In(1 + 2?) + arctan =

Derivering ger dérfor

L4 3 u 1 40+2%) - Bo—1)(z+2)
C x+27§.1+x2+1+x27 (x4 2)(1 + 2?) B
22 —5x+6  (x—2)(x—3)

(x+2)(1+22) (x+2)(1+22)

Av detta foljer att f’ dr negativ pa (—oo, —2) U (2, 3) och positiv pa (=2, 2) U (3, c0).
Dirmed dr f stringt avtagande pa (—oo, —2)U[2, 3] och stringt vixande pa (—2,2]U
[3, 00).

Kalkylerna ger darfor foljande principiella skiss av grafen till f :



6.

Detta ger att ekvationen a = f(z) har

e precis tva losningar nir a < f(3) och nir a > f(2),
e precis tre l6sningar nir a = f(3) och nir a = f(2),

e precis fyra l6sningar nir f(3) < a < f(2).

Svar: Tva losningar nir a < f(3) och nér a > f(2), tre lésningar nér a = f(3) och nér
a = f(2), samt fyra losningar nir f(3) < a < f(2), dir f(2) = In(256/5%2) 4 arctan 2,
och f(3) = In(625/10%/2) + arctan 3.

Nér farten &r v m/s tar det s/v sekunder att kora strickan s m, dvs s/(60v) minuter.
Bréinslekostnaden ar da 2 - 500%/2s/(60v) = 2 . 25,/v.
Kostnaden for beséttningen &r 400s/(60v) = 33 - 8s/v.

Kostnaden att kora strickan s dr darfor
%(25\/17 + %)
vilket ger att konstnaden per kord strécka &r
5 8
f) =5 (2vo+ ).
Derivering ger

o= G w) =)

Detta ger att f’ dr negativ pa (0, 4) och positiv pa (4, 0o). Darmed har f ett minsta

viarde i v = 4.

Svar: 4 m/s.

(a) Det géller att

24222 4+2 2@ +1)+202%+1) -2 x
= =x+2

f@) = 241 2 4+1 o241

Detta ger att f(z) — (z +2) — 0, néir z — oo, sa f har den sneda asymptoten
y=x+2.

Svar: Det stammer inte.



(b)

Om t.ex.

0 ndr =0

@) { xsin(1/z) nidr a #0,

giilller att f #r kontinuerlig pa t.ex [0,1) for 0 < |f(z)| < |z| — 0, nér  — 0, sa
f(z) = 0, nér z — 0.

I varje hogeromgivning till 0 géller att f antar savél positiviva som negativa
virden dér. Alltsa &r 0 = f(0) inte ett lokalt extremvérde till f.

Svar: Det stammer inte.

Eftersom det forutsitts att f(z)/x* har ett grinsviirde L nir x — 0, géller att

f(x)z%-x‘l—w-ozo,

nir x — 0. Eftersom f forutsiitts kontinuerlig i 0 giller déirfor att f(0) = 0.

Eftersom L > 0 giller att f(x)/2* > 0 i en punkterad omgivning till 0. Multipli-
kation med 2*, som #r > 0 i denna omgivning, ger f(z) > 0= f(0) for alla z # 0
i en omgivning till 0. Detta #r definitionen av att f har ett lokalt minimum i 0.

Svar: Det stdmmer.



