Losningar till MVEO0O12 Inledande matematik fér I1 19-08-28
|z — 2| dr avstandet mellan x och 2 pa tallinjen, | x| dr avstandet mellan 2 och
0. Att |z — 2| < | x| betyder att x ligger nérmare punkten 2 &n punkten 0. Det

intraffar nar x > 1.

Svar: Nar x > 1.

Vi gor radoperationer pa utdkade koefficientmatrisen till trappstegsform :

1 2a 2 3 1 2a 2 3
1 a 1 3—a ~ 0 —a -1 —a
1 2a a a+3 0 0 a—2 a

Nér a # 0 &r den sista matrisen pa trappstegsform. Sista kolonnen #r da pivot-
kolonn precis nér a = 2. Da saknas 16sning annars finns det precis en losning.

Nar a = 0 ar sista matrisen

10 2 3 10 2 2
00 -1 0 ~ 0 010
00 -2 0 0 0 0 O

Sista matrisen hér &r pa trappstegsform. Sista kolonnen &r inte pivotkolonn, sa
det finns l6sningar. Andra variabeln &r fri, sa det finns oéndligt manga lsningar.

Svar: For alla virden pa a utom 0 och 2.

For att logaritmerna ska vara definierade krévs i tur och ordning att « > 0, att
x > 3 och att > 2. Vénstra ledet ar alltsa bara definierat nir x > 3.

Rékneregler for logaritmer ger

1,2
2log, 0~ oga(a — 3) ~ oy (o~ 2) = log, (5 ).

Exponentiering av

.’172

b&(@iiy;r5)=3

22
2 —5r+6
som leder till 22 = 822 — 40x + 48, eller 0 = 722 — 40z + 48 = (x — 4)(7x — 12).
Detta ger © = 4 och x = 12/7, men bara 4 dr > 3.

Svar: z =4.

ger

2% = 8.

Derivering enligt kedjeregeln ger

1 2z 1 -1

1+(:E271).2\/x2—1+\/1—(1/x)2.§_
1 1 1 1

x x2—1_x\/aﬁ\/1—(1/x)2_x\/x2—1_x\/x2—1:0

fl@) =

Svar: 0.



()

(f)

i. Omskrivning enligt faktorsatsen ger

2 —Te+12 (z-3)(x—4) 1374_> -1
2—z—-6  (r-3)(x+2) x+2 5
nér z — 3.
Svar: —1/5.
ii. Kvoten 5 1
cos 2z —
Q: —_—
x arctan 3z

ger ett grinsvirde av typen "0/0” ndr x — 0. Derivering av téljare och
namnare ger kvoten

—2sin 2z

@ = arctan 3z + 3z/(1 + 922)’

som ocksa dr av typen "0/0” nir  — 0. Ytterligare derivering ger

—4 cos2x —4 2

@2 = A 00 7 (30 1952 — 548 /(1 + 922 343 3

x — 0. L’Hospitals regel ger att dven ()1 och @ har detta gransvirde.

Svar: —2/3.

Funktionen dr definierad for alla reella tal och f(z) — 0 nir z — +oco.
Derivering ger
(1+2%)—222 (1—2)(1+2)

fle) = (22 +1)2 - (14 22)2

som visar att f’ dr negativ pa (—oo, —1) U (1, co) och positiv pa (—1, 1). Dérfor
ar f stringt avtagande pa (—oo, —1] och pa [1, 00), medan f dr stringt viixande
pa [—1, 1]. Detta ger att f(—1) = —1/2 dr funktionens minsta virde medan
f(1) = 1/2 &r dess storsta.

Svar: [-1/2, 1/2].

Linjen parametriseras genom att 16sa ut x, y och z i

t_x—|—4_y+5_z+1’

3 4 2
vilket ger

r = —443t

y = —5+4t

z = —1+4+2t

Detta ger att A = (—4, —5, —1) #r en punkt pa linjen och om B = (6, 0, 3) sa
géller att

. 6+4 10 3
AB= 0+5 = 5 samt att U= 4
3+1 4 2



ar en riktningsvektor for linjen.

— —
Parallellogramen som spénns ut av AB och ¥ har area | AB x|, men ocksa
d| U], dér d &r det sokta avstandet mellan B och linjen.

Det giller att

N 10 3 —6
AB xU = 5 X 4 = -8
4 2 25

Detta ger
—
| AB x| = /36 + 64 + 625 = /725 = /25 - 29 = 5v/29.
Eftersom | 7| = +/9 + 16 + 4 = /29 géller att

5
AB xv
:\ xv\:5

| 7]

d

Svar: 5.

(b) Riktningsvektorn @ for linjen i a) &r en normal till planet som défor har en ekvation
av formen 3z + 4y + 2z = d. Det ska ga genom punkten (6, 0, 3) vilket ger
184046 =d.

Svar: 3z + 4y + 3z = 24.

3. Det géller att

x? > +z—-2+ (-2 +2) x—2

f(x):x2+x_2: (x+2)(x—1) :1_m'

Av detta foljer att f ar definierad for alla x utom —2 och 1, sa definitionsméngden &r
(=00, =2)U (=2, 1) U (1, 00).
Kalkylen ger ocksa att f(z) — 1, nir  — 400, sa y = 1 &r en asymptot i +oo.
Vidare giller
o0 ndr x — —27
—oco  niir z— —2T

f@) = —o0 nir x — 17
oo nir x— 1.
Det ger att x = —2 och x = 1 &ar lodrdta asymptoter.
Derivering ger
== (z+2)2(z — 1)2 T @r22@-12 (@+2)2(z-1)72

vilket visar att f’ &r positiv pa (—oo, —2) U (=2, 0) U (4, co) och negativ pa (0, 1) U
(1, 4). Alltsa ar f striangt véixande pa intervallen (—oo, —2), (—2, 0] och [4, c0), medan
funktionen dr stringt avtagande pa intervallen [0, 1) och (1, 4].

Det betyder att f har ett lokalt maximum i 0 och ett lokalt minimum i 4 dér f(0) = 0,
och f(4) =16/18 = 8/9.

Vi sammanfattar i foljande figur:



'
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Svar: Definitionsméngden dr (—oo, —2) U (=2, 1) U (1, co). Asymptoterna &r y = 1
i +00, = —2 samt z = 1. Funktionen &r stringt vixande pa (—oo, —2) pa (—2, 0]
och pa [4,00). Den ir striangt avtagande pa [0, 1) och pa (1, 4]. Den har ett lokalt
maximum i 0 och ett lokalt minimum i 4. Virdeméngden &r (—oo, 0] U [8/9, co).

. Implicit derivering av sambandet (z — 2)? + y? = 2 ger 2(z — 2) + 2yy’ = 0, sa
y'=—(=2)/y.

I punkten (a, b) pa cirkeln géller att y(a) = b vilket ger att tangenten i punkten (a, b)
har riktningskoeflicient y'(a) = —(a — 2)/b.

Det ger att tangenten har ekvation

Att den ska g& genom (—2, 0) ger att 0 = (a—2)(a+2)/b+b, eller b*> = 4—a?. Eftersom
(a, b) ligger pa cirkeln giller dven att (a—2)%+b? = 4, vilket ger 4 = (a—2)?>+4—a? =
—4a + 8, eller a = 1. Detta ger b = ++/3.

De finns déarfor tva sddana tangenter som i uppgiften och de har ekvationer

y = —1\;;(x—1)+\/§=\f-x+2\3/§
_ 1= _ V3 28
y = —_\/g(x—l)—\/g— 3 x

Svar: y = \/gx/3 + 2\/§/3 och y = —\/gx/Z — 2\/3/3.

. Sitt « = | BA'|, dir © € [0, c]. Sétter viy = | BC' | gélller att |C'A| =c—y =|C'A’]|.
Pythagora sats ger (c—y)? = y* + 22, eller y = (¢ — 2?)/2c. Triangelns area dr déirfor



6.

Derivering ger
3 ¢

-
P4 intervallet [0, ¢] har dérfor f ett storsta virde i = ¢/+/3 och tringeln C'BA’ har
da arean

fla) = (@ =80 = >

fle/V3) = V3¢ /18.
Svar: \/502/18.

(a) Om A= (1,0,1), B=(2,3,3,) och C = (—4, 5, —4) géller att triangelns area

N
ar halften av arean av parallellogrammen som spénns ut av vektorerna AB och
— —

o
AC' . Arean av parallellogrammen ér lingden av AB x AC som ges av

. N 1 -5 1 -1 -5
AB x AC = 3 X 5 =5 3 X 1 = -1
2 -5 2 -1 4

Detta ger att tirangelns area #r (5/2)v/25 + 1 4 16 = 51/42/2.

Svar: Det stammer inte.

(b) Enligt definition dr f(0) = —1/2. For kontinuitet i 0 krévs att lim,_,o f(x) =
~1/2.
Nér x — 0 géller att
In(l4+2z)—=x
Q= f(z)= - 2

ger ett griansviirde av typ ”0/0”. Derivering av téljare och ndmnare ger

1/1+2z)—1

Q1= 5

som ocksa ger ett griasnvirde av typ "0/0” nér x — 0. Ytterligare deriveringar ger

_ -1/ +w)? 1

4>
QQ 2 27

nir z — 0. L’Hospitals reger ger att d&ven ;1 och @ har samma grénsvirde nér
z — 0.

Svar: Det stdmmer.
(c) Eftersom det forutsitts att f(x)/z* har ett gransvirde L nir  — 0, giller att
flx)="2-2* - L-0=0,
nir x — 0. Eftersom f forutsitts kontinuerlig i 0 géiller dirfor att f(0) = 0.

Svar: Det stammer inte.



