Losningsforslag till tentamen for I-programmet i Linjar algebra, MVE021,
20150604, 08.30-12.30

-1 2 =2
1. Givet matrisen A = —1 1 -1
3 -3 4

(a) Determinanten av A:
[Al={R1}=] 0 -1 1 |=-1-((-1)-(-2)—1-3)=1.
0

(b) Inversmatrisen till A:

-1 2 =211 0 O 1 0 0|1 -2 0 1 -2
A= -1 1 —-1|/0 1 0|~.n~|O0 1 0|1 2 1 |=At=]1 2
3 -3 4]0 0 1 0 0 1|0 3 1 0 3
3p,
2. Givet matriserna A och B och C = A - B. Antag att de ar kvadratiska av samma
ordning med det C = 14 och det B = 2.
detC 14
(a) Determinanten av A = P _ 2% _ 7 och determinanten av B~1 = (detB)~! =
det B 2
1
5"
) c'=B'A'—=Aa'=B.Cc
' 3p, 4p
3. a
1 1 -2 3 1 0 6 -2
A= 2 1 4 1 ~]1 0 1 =8 5
0 -1 8 —5 0 0 0 0
Rangen = 2 och &r dimensionen pa matrisens radrum. Dimensionen f6r nollrum-
met dr 4 — 2 = 2.
1 0
(b) En bas fér radrummet ar ex.vis (6) , —18 . En bas for nollrummet,
-2 5
som har dimensionen 4 — 2 = 2:
. z1
1 0 6 -2 0
=— 2
01 -8 5 |-|"]=|0]={" O3 + 224
0 0 0 0 z3 0 xro = 8xr3z — dxy
T4
Det ger att
—6x3 + 214 —6 2
8x3 — bz 8 -5
T = 313 4 =3 1 + x4 0 = T3U + T4V
T4 0 1
s& att vektorerna u och v ér en bas for nollrummet N4.
(¢) LU—faktoriseringen av A: Vi gor de nodvéandiga radoperationerna med de ele-
mentédra matriserna
1 0 0 1 0 O 1 1 -2 3
E, = -2 1 0 och Eg:=| 0 1 0 | =ExE{A=| 0 -1 8 -5 | =U.
0 0 1 0o -1 1 0 0 0 0
1 0 O
Matrisen L := E;l ~E;l =12 1 0 2p, 5p, 2p
0 1 1
1 1 2
. . . . 1 0 -2
4. Givet matrisekvationen A -z = b,dar A = 2 1 och b= 9
-1 -1 -1
(a)
1 1 2 1 00
1 0 -2 -~ 0 110
2 1 2 0 01
-1 -1]| -1 0 010

som visar att rang for koefficient- och totalmatris ar olika. sa att matrisekvationen
saknar 10sning x.

(b) Approximativt med minsta kvadratmetoden:

7T 4

T . A —
A A7{43

:| med determinant 5 # 0

Z=(AT A" AT b= [ _31 ]

—



(c)

Medelfelet: Felvektorn &r

0

— 2 —1)2 12 12
f:b—A-gz ! medmedelfeletn:\/o +E)P+ 1P+ :ﬁ

1 Vi 2

1

1p, 4p, 2p

5. Betrakta foljande system av differentialekvationer

(a) Som matrisekvation A -z = &’ med A = |: 3 ; ] Vi férsoker diagonalisera
matrisen A. Egenvirden och egenvektorer:

A1 =4 1 -1 4 0 1 -1
{)\2_1 ochxl_{2], :1:2_[1}:>D_[0 1} P_[Z 1}
Genom att sitta z = P -y overgar problemet i D -y = y’, som blir

dy1 =y y1 = Crett . . [ aet +bet
{y2y'2 = y2 = Chel someger2 =Py =1 _ .t 4 opes
(b) Losningen som uppfyller villkoren att x1(0) = 3 och z2(0) = 0:
3:a+b©11‘a_3@12—1.3_2_a
1= —a+2b -1 2 b |70 311 1 0|17 |0
Detta ger
z1(t) = 2et +ett
za(t) = —2e' 42t
5p, 2p
6. Givet den kvadratiska formen
Q(x1, 2, x3) = x? 4 3x3 + 323 + 2zo23.
(a) Visa att den kvadratiska formen &r positivt definit... Vi kan skriva
1 0 0 1—A 0 0
Q = z¥ A zmedA=|0 3 1 med sek. ekv. 0 3—A 1 =
0 1 3 0 1 3—-A

21 (t) + 22(t) = 24 (1)
21 (t) + 3z2(t) = a4 (t)

= 1= =32-1D1=-MNB=-X2+A=-12) = (1 = A)(A—2)(A — 4) = 0 med egenviirden

och eftersom de ar positiva &r den kvadratiska formen positivt definit.

En beskrivning av andragradsytan Q(z1,z2,z3) = 1: En ellipsoid med medelpunkt
i (0,0,0) och halvaxlar a =1, b = 1v/2, ¢ = 1/2.

4p, 1p
Att v, k = 1,2,3,4 ar linjart beroende betyder att det finns reella tal cg, k =
1,2, 3,4, inte alla = 0, sa att
4
Z Cp UV = 0.
k=1
(alternativt att en av vektorerna kan uttryckas som en linjirkombination av de
dvriga)
Vi bildar matrisen med dessa vektorer som rader.
3 =2 1 1 1 0 0 -3
|0 0 1 1 ;|0 2 0 =9
A=l1 9 1 s |~ A=10 01 1
1 0 0 -3 0O 0 0 O
och eftersom rangen rang A = 3 < 4 ar de linjart beroende.
Definiera begreppet transponatmatris och bevisa att...
Transponatet till en matris A av typ m X n dr matrisen AT av typ n x m med
elementet aj, i A i position (k, j).
Tag elementet i position (k, j) i VL:s matris. Detta element &r element i position
(4,k) 1 A - B och alltsa produkten av rad j i A och kolonn k i B.
Tag element i position (k, j) i HL:S matrisprodukt. Det dr produkten av rad k i
BT och kolonn j i AT, alltsa produkten av rad j i A och kolonn k i B. Alltsa ar
elementen i position (k, 5) lika i bada leden. (A - B)T = BT . AT for matriser av
lampliga typer. 4p, 5p

Ar=1
Ag =2
Az =4



