MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2016-06-02 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Thomas Béackdahl
ankn 5325

Loésningsforslag MVEQO21 Linjar algebra I

Tentan rittas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krévs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoing fran Maple T. A.
rdknas in i podngen pa denna del, men hogsta mojliga podng &r trots det alltid 32. For betyg 4 resp. 5 kravs 33
resp. 42 podng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med Gvriga l6sningar.

-2 1 2
2. (a) Losekvationen Ax = b i minsta kvadratmening da A = ; 1 ochb = _01
-1 2 1

Losning: Minsta kvadrat losningen % 1oser normalekvationerna AT Ax = ATb. Vi

10 —6 —6 116 6
s AT A — T — T A) — T AV-1 —
far AT A = [—6 6 },A b = [ 4 ],det(A A) =24, (AT A) _24[6 10].
Minsta kvadrat 16sningen blir x = (ATA)"1ATb = { _11//62 ] .
(b) Hur stort blev minsta kvadrat felet?
7 2 -5

1] - — 1
Loésning: Ax — b = — 3| _ ! = = 3 . Minsta kvadrat felet blir

6| —7 0 6| —7

5

1 -1
. G e e GO o G ) N £V R ¢
a5 b = . -/ T

(c) Kontrollera att felvektorn Ax — b &r ortogonal mot kolonnerna i A om X #r minsta

kvadratlosningen.
-5 -2 -5 1
N 1 3 1 _10+3-14+1 1 3 0 B
Losning: 6l —7 11 2 = 6 = 0 och sl -7 | |21 =
-1 -1 -1 2
—5+0+7-2

= 0. Det ar detta som ar inneborden av normal ekvationerna.

6

11 -2 3
. . . . 3 4 -7 8
3. (a) Bestdm en bas for kolonnrummet till matrisen A = 3 9 _5 5
11 -2 =2
Radreduktion ger
1 1 -2 3 11 -2 3 11 -2 3
A o 1 -1 -1 01 -1 -1 01 -1 -1
0o -1 1 -4 00 0 -5 00 0 -5
0 0 0 =5 00 0 -5 00 0 O

(2p)

(2p)

(2p)



Alltsa ar forsta, andra och fjirde kolonnen pivot-kolonner. Motsvarande kolonner i
A, {a1,as, a4} utgor saledes en bas for Col(A).

1 1 3
4 8 N ..
Svar: { sl ol | 5 } utgor en bas for Col(A).
1 1 —2
(b) Bestdm dimensionen for kolonnrummet respektive nollrummet for matrisen A. (1p)
Svar: dim Col(A) = 3 enligt (a) och dimNul(A) = n — dim Col(A) = 1 (antal fria
variabler).
(c) Bestam en ortogonal bas for kolonnrummet till matrisen A. (3p)
Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess ger u; = aj, up = as — a2 W u; — ag —
up - U
0
@u— L ug =ag — 4 My, AWy, —a—@u—§u— 1/2
M T 1 T T Y T w2 M T M T g™ T | 1)
0 —4
1 [0 1
Svar: { 5 , 1 , 1/2 } utgoér en ortogonal bas for Col(A).
3|71 -1 1/2
1 0 —4

4. Los foljande system av differentialekvationer

{x’l(t)— 4dr1(t) + 6xo(t)

wy(t) = wm(t) —  wa(t)
med begynnelsevillkoren x(0) = 4, z2(0) = 3. (5p)
Losning: Med x(t) = z1(t) och A = 16 blir systemet x’(t) = Ax(¢).
xg(t) 1 -1
. . - . 4—-A 6
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet &r det(A — \I) = 1 1T 4 —

AN)(=1=2X)—6=2x2—-2\—10= (A —5)(\+2), s& egenviirdena blir \; = 5 och \y = —2.
Egenvektorer till Aq:

-1 6 |0 1 =610 6
[1 —GO]N[O 0 0}=>Egenvektorv1_[1]

Egenvektorer till Ag:

6 6|0 1 1]0 1
{1 10} ~ [0 00} = Egenvektor vo = [ ) ]
6 —1 5 0
— —1 o _
Pettager A= PDEmed 12 [1 1 } och D= [0 —2]’
1(t) =By (t
Lat y(t) = [z;gg] = Pilx(t). Da far vi y/(t) _ Dy(t), dvs {yl( ) yl( )
_ 5t
De allménna lésningarna &r yit) = Cre

y2(t) = CQS_Qt

Begynnelsevillkoren Py(0) = x(0) = [g} ger

6 —1|4 1 1|3 1 1] 0 1 01
1 1|3 6 —1|4 0 —7|-14 0 1|2

Dvsy(0) = ; ] sa C1 = 1 och Cy = 2. Det ursprungliga systemets 16sning blir [ilgg } =
2
6€5t _ 26—275 .
Py(t) = [ P VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

5. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar med bevis,
motexempel eller hinvisning till sats. (Rdtt svar utan motivering ger inga poing.)

(a) Om A &r m x n matris och C' &r n x m matris sa att CA = I,, sa har ekvationen
Ax = 0 endast trivial 16sning.
Svar: Sant, ty om Ax =0 far vi 0 = CAx = [,x = x.

(b) Om A ~ B #r radekvivalenta n x n matriser, sa har A och B samma egenvirden.

Svar: Falskt. Med A = [1 1] ~ B = [(1] é], far vi det(A — AI) = A(\ — 2),

men det(B — AI) = A(A — 1), sa egenvirdena &r olika.

(c) Om A och B dr n x n matriser med n > 2 sa &r det(A + B) = det(A) + det(B).

Svar: Falskt. Med A = [ L0 ] och B = [ 8 (1) ], far vi det(A) = det(B) = 0, men

00
det(A+ B) =det(l) = 1.

(d) Matrisen

4 3 2 7
3 5 -2 0
2 -2 1 9
7 0 9 =8

dr diagonaliserbar.
Svar: Sant. Matrisen &r symmetrisk sa spektralsatsen ger att den &r diagonaliserbar.

6. Lat S = {uy,...,uy} vara en ortogonal mingd i R°. Antag dessutom att ingen av vekto-
rerna i S dr nollvektorn. Bevisa att S ar en linjért oberoende méangd.
Ldsning: Se beviset av Sats 6.2.4 1 Lay.

7. Lat Q vara den kvadratiska formen Q(z1, 2, x3) = 42?7 + 323 + 4123 + T23.

(a) Forklara vad som menas med att en kvadratisk form &r positivt definit.
Svar: En kvadratisk form @ : R™ — R ér positivt definit ifall Q(x) > 0 for alla x # 0.

(b) Avgér om @ dr positivt definit, negativt definit, eller indefinit.

4 0 2
Loésning: Den kvadratiska formen kan skrivas Q(x) = x? Ax,med A= | 0 3 0
2 07
4-A 0 2 iy o
Berdkna egenvéirden: det(A-X)=| 0 3—-X 0 |=(3-}) 9 7_\|7T

2 0 7T—A
(3—=A) (A2 —11A+24) = (3—A)%(8 — ). Vi far egenviirden \; = 3 med multiplicitet 2
och Ay = 8 med multiplicitet 1. Alla egenvirdena &r positiva, sa Q) dr positivt definit.
(c) Bestam nya variabler y1, 32, ys sa att @ uttryckt i de nya variablerna saknar korster-
mer, och uttryck de nya variablerna i de gamla.
Losning: Vi behover diagonalisera A. Egenvektorer till Aq:

1 0 20 1 0 20
0 0 0|0~ ]0 O 0|0| = Egenvektorervi= 1| 0 [,vo=]1
2 0 4]0 0 0 0]0

(1p)

(1p)

(1p)

(3p)

(4p)



Egenvektorer till Ag:

-4 0 210 2 0 —-110 1
0 -5 0 |0f~1]0 0O 0 |0]| = Egenvektor vy = |0
2 0 -110 00 010 2

Normalisering ger ON-bas bestaende av vektorerna u; = %vl, us = vy och ug =

3 00
%Vg. Med P = [ujuguz] och D= | 0 3 0 | far vi A= PDPT och P~! = PT.
0 0 8

Lat y = PTx. Da far vi x = Py och Q = x'Ax = y' PT APy = y' PTPDPT Py =
yI' Dy = 3y? + 3y3 + 8y32. Relationen y = PTx ger y; = %(—21’1 + x3), y2 = x2 och

ys = %(531 + 2x3).

Hoppas det gick bra!
Thomas Béackdahl



Anonym kod sid.nummer | Poéng
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

r + y — z = =2
(a) Finn alla l6sningar till ekvationssystemet ¢ 2z + 3y = 1. (3p)
3r + by + 2z =
Losning:
11 —-1]-2 (1 1 —1]-2 11 —-1]|-2
23 0 1 ~10 1 2|5 ~ |:0 1 215
3 5 2 7 10 2 5 |13 00 1 3
1 1 0] 1 1 0 0] 2
~|1010|-1|~(010]|-1
10 0 1|3 0 0 1] 3

Svar: z=2,y=-1, z=3.
(b) Lat T : R? — R? vara en linjér avbildning i planet som avbildar punkten (1,1) pa
(2,1) och avbildar punkten (0,2) pa punkten (4, —2). Bestdm standardmatrisen for

avbildningen 7' (2p)
Lésning: T é&r linjir sa [_42] :T([g}) :2T([(1)})och [?} :T([i]) =
T([é])JrT(H]).VifarT([? ) = _21:ochT([(1) ) = ﬂ_ _21 _ (2)

o 32} [2 2]

(c) Los matrisekvationen X = B+ AX da A = :i } ] och B = [ (1] ; ? ] (3p)

Losning: X =B+ AX & X - AX =B (I-AX=B< X=>I-A)"'Bom

(I — A)~! existerar. I — A = [ ? _01 },det(I—A)zl, (I-A)~1= [ _01 ; ]
0 1 1 3 2 0 21
— _ -1p — =
X=U-47B {—1 2“0 2 1] [—1 1 0]‘
0 21
SV&I‘.X—[_l 1 0].
0 2 00
. . 1 -2 11
(d) Berikna determinanten 3 7 0 9
1 1 00
Losning: Utveckla efter forsta raden och sedan efter tredje raden. (3p)
0 2 00 111
1 -2 11 11
3 7 0 9|="2 ? 8 g = 2|, ,|=—202-0)=—4
1 1 00
Svar: —4
1 -2 3
(e) For vilket virde pa a dr vektorerna {| —2 | ,| 1 |, | 0 |} linjdrt beroende?
1 2 a
1 -2 3
Losning: Lat A = [ =2 1 0 |. A &r kvadratisk, sa kollonnerna &r linjart (3p)
1 2 a
1 -2 3 5
beroende < A ej inverterbar < 0 = det(4) = |-2 1 0| =3 1 ool T
1
1 -2
al 5 4 =3(—4-1)+a(l—-4)=-3(a+5).

Svar: Vektorerna &r linjédrt beroende omm a = —5.



