MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2016-08-22 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Olof Giselsson
ankn 5325

MVEO021 Linjir algebra I

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkiintdelen). Bonuspoédng fran Maple T.A. fran
2016 riaknas in i podngen pa denna del, men hogsta mojliga podng ar trots det alltid 32. For betyg 4 resp. 5 krivs
33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. Lat W vara nollrummet till matrisen A = [ 14539 ]

2 2 01 3

(a) Bestdm dimensionen for nollrummet och kolonnrummet till matrisen A.
Losning: Radreduktion

1 -4 5 3 9|0 1 -4 5 3 9 1|0 10 1 1 3
0 10 =10 -5 —=1510 0 2 -2 -1 -3

ger 3 fria variabler och 2 pivot kolonner, s& dimensionerna fér nollrummet och ko-
lonnrummet &r 3 respektive 2.

(b) Bestam en bas for W.
Lo6sning: Den allménna l6sningen till systemet ovan kan skrivas

T -1 —2 —6
T2 1 1 X 3 X
s | =1 1 [zs+] 0 ?4 +1 0 ?5
T4 0 2 0
Is5 0 0 2
—— ——
Vi Vo V3

Da vektorerna {vi, ve,vs} &r linjirt oberoede och spanner upp W utgor de en bas
for W.

(c) Bestdm en ortogonal bas for W.
bl V9

Losning: Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess ger by = vi, by = vo — b b b1
1-b1
b1 *V3 bg V3 . e
h by = v — by — bs. Vi f
ocC 3 V3 b1 ] b1 1 b2 ] bg 2 1 Iar
-1 —1 —2
1 0 0
b1— 1 s b2:V2—b1: —1 s b3:V3—3b1—b2: —2
0 2 -2
0 0 2

Svar: {by, bs, bg} utgér en ortogonal bas for .

0
0

|

(1p)

(3p)



(d)

SO = =N

Skriv vektorn u = som u = u +u, dir uj € Woch u; € W+. (2p)
Losning:
0 2
1 0
b1 -u bg -a b3 -
= — b bs=b; —ba=| 2 =u—u = |2
q by - by 1+b2-b2 2+b3-b3 3 1 2 5 , L =u-—u )
0 6
Forklara vad som menas med en minstakvadratlosning till en ekvation Ax = b. (1p)

Svar: Definitionsmiéssigt &r X mistakvadratlosning till Ax = b om [|[Ax — b|| <
|Ax — b|| for alla vektorer x. Dvs. den vektor som minimerar felet || Ax — b||.

Anpassa med minsta kvadrat metoden y = a + bt till féljande métdata (4p)
-1 0 2 3
y| 0 2 3 2
1 1 -1 0
Losning: Designmatrisen blir A = Lob = o , mitdatay = 2 och
1 t3 1 2 3
|1 U 1 3 2
parametervektorn x = [ Z ] Minstakvadratlosningen X loser normalekvationerna
AT A% = ATy,
1 -1
1 11 1]|1 0 4 4
T a4 _ _
AA*_—1023_ 1 2 [4 14]’
|1 3
[0
1 11 172 7
T _ _
Ay=|_1023]]|3 _[1}’
| 2

S LR IR )

Svar: a =5/4 och b =1/2, alltsd y = 2 + 3¢ minimerar minstakvadratfelet.

Hur stort blev approximationsfelet vid ¢ = 27 (1p)
Losning: Vid t = 2 ger approximationen y = 9/4 istéllet for métvirdet y = 3. Felet
blir saledes 3/4.

Los foljande system av differentialekvationer (5p)
2y (t) = dxi(t) + 5Hxa(t)
xh(t) = —x1(t) — 2x9(t)

Losning: Med x(t) = [?Ez; ] och A = [ 41 52] blir systemet x'(t) = Ax(t).
) 1 -

Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet dr det(A — \I) = ‘ 4—A 5 ’ _

~1 —2-2)



(b)

A2 —2X =3 = (A+1)(A—3), sa egenviirdena blir \; = —1 och \y = 3.
Egenvektorer till A;:

5 510 1 110 -1
[_1 _10]~[0 OO]éEgenvektorvl—[ 1]

Egenvektorer till Aa:

1 510 1 5]0 )
[_1 —SO]N[O OO]éEgenvektorvz—[ 1]

DettagerA:PDP—lmedP:[_ll _15]ochD:[_1 g}
/
Lat y(t) = {yl(t)] = P~ !x(t). D& far vi y'(t) = Dy(t), dvs n(t)
ya(t) (
yi(t) = Cre™

Y2 (t) = 026315
Det ursprungliga systemets 16sning blir

xl(t) _p (t) o -1 =5 C1e_t o —C’le_t — 50263t
.Iig(t) -y o 1 1 026315 o Cle_t + 0263t ’
Ar origo en kiilla (source), sinka (sink), sadelpunkt eller spiralpunkt?

Svar: Origo dr en sadelpunkt ty systemet har bade positiva och negativa reella
egenvirden.

De allménna l6sningarna &r

Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poing pa dessa uppgifter rdknas in for att na godkantgrinsen.

5. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar med bevis,
motexempel eller hinvisning till sats. (Rdtt svar utan motivering ger inga poing.)

(a)

(b)

Om A &r en diagonaliserbar n x n matris sa &r A inverterbar.

Svar: Falskt. A = { 10

00 } dr diagonal, men ej inverterbar ty det(A) = 0.

Om v #r en egenvektor till matrisen A, sa #r v egenvektor till A® for alla heltal
k> 0.

Svar: Sant. Om v &r egenvektor till A med egenvirde A sa ir Afv = AF1Av =
MFly = ... = My, sa v dr egenvektor till A med egenviirde \*.

Om U ir en kvadratisk matris och UTU = I, d& #r det(U) = +1.
Svar: Sant. 1 = det(I) = det(UTU) = det(UT) det U = (det U)?, sa det(U) = 1.

Om A &r en 2 x 3 matris och avbildningen T'(x) = Ax é&r surjektiv, sa dr T injektiv.

0
Svar: Falskt. A = [ é (1) 8 } ger surjektiv avbildning, men T(| 0 |) = O, sa
1

avbildningen &r inte injektiv.

Om A och B &ar matriser sadana att AB = 0, da maste A = 0 eller B = 0.

10 00
Svar.Falskt.A—{O 0:|OChB—|:0 1]gerAB—O.

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)



6. Lat U vara en m x n matris med ortonormala kolonner. Bevisa att (Ux) - (Uy) = x-y och
|Ux|| = ||x]|| for alla vektorer x,y € R™.

7.

Losning: Lat U = [u; ... u,], da dr

ulTul ulTun
vtu= |+ . | =1
T T
u,u; ... u,u,

tyuzul:uk~uléirOomk;élochlomk::l.

(Ux)

- (Uy) = (Ux)TUy = xTUTUy = x"Iy = xTy = x -y vilket bevisar forsta

pastaendet. Detta med valet y = x ger [|Ux|> = (Ux) - (Ux) = x-x = |x||? som ger
det andra pastaendet.

(a)

2 1 1
Bestdm en ortogonal diagonalisering av matrisen A= | 1 2 -1
1 -1 2
Losning: Det karakteristiska polynomet
2—A 1 1
det(A—X)=] 1 2-X -1 |=-N4+6)2-92=-)\-3)?
1 -1 2=

ger egenvirden A; = 0 med multipicitet 1 och Ay = 3 med multiplicitet 2.
Egenvektorer till A;:

2 1 110 1 1/2 1/21(0 10 110 -1
1 2 —-1/0|~(0 1T —=1]0|~]|01 =1|0]|=v= 1
1 -1 2|0 0 0 0 |0 00 010 1
Egenvektorer till Ag:
-1 1 110 1 -1 —-1/0 1 1
1 -1 =1{0|~]0 0 0|0 |=ve=]|1],v3=10
1 -1 —-110 0 0 010 0 1

For att fa en ortogonal diagonalisering behover vi en ON-bas av egenvektorer. vy dr
automatiskt ortogonal mot vo och v3 pa grund av olika egenvirden, men vy och vy

1
. 1
dr inte ortogonala. Dérfor kan vi ersétta v3 med v = vz — V2 Vs vo == | —1
Vo - V9 2 2
Normalisera
-1 1 1
V1 1 Vo 1 Vé 1
bi=—=— 1 , bo=—=—|1|, b3=—2=—| —1
il VB vl V2 vl Ve
1 0 2
L [-v2 VB
Detta ger en ortogonal faktorisering A = PDPT med P = — | V2 3 -1
61 v2 o 2
0 00
ochD=|0 3 0
00 3

Beriikna A* for alla heltal k& > 1.
Lésning: A* = (PDPT)* = pDPTPDPT...PDPT = PDD...DPT = PDFPT
pa grund av att PTP = I. Vi far

0 0 0 000 2 1 1
AF=plo 3 o |PT=31p|l0o 3 0|PT=3F1la=31]1 2 -1
0 0 3k 0 0 3 1 -1 2

Hoppas det gick bra!
Thomas Béckdahl

(5p)

(2p)



Anonym kod sid.nummer | Po&ng
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

3 1 0 7 -1
(a) Bestdm koordinatvektorn [v|p for vektornv = | 2 |ibasenB={| 2 |,| =2 |,| 0 |} (3p)
~1 1 2 | | 5
L6sning:
10 -1 3 1 0 -1} 3 10 -1 3 100
2 -2 0 2 ~ -2 2|4 |~[01 —1]| 2 ~10 1 01
1 2 5 |-1 0 2 6|4 0 0 8 |-8 0 0 1]-1
2
Svar: [vjg=| 1
-1
(b) Lat T : R? — R? vara den linjira avbildningen med T([ ; }): [ é]
och T([ _11 ]) = [ g ] Bestdm standardmatrisen for avbildningen 7. (3p)
i 1 0, _.[17]. _[1
Losning: T([ 0 ])—FQT([ ] ])—T([ 5 ])— { 6} och
1 0 -1 0 1 2 3
oo prra p=r 5 p= [ Jeor (3 p= o[ [a] =[]
1 1 2 - I N | 01, _
och3T({0})—{6}—2[0] [ 6 ]saT(_O_)—[ 5 }ochT([l})—
1
5 |-
L 1 01 [-11
Svar: Standardmatrisen ar [T([O}) T([ 1 }) =1 5 2}
) . . - . 32 1
(¢) Los matrisekvationen ATAX —B=Xda A=[1 1]och B= 01 -2 | (3p)
Losning: ATAX - B = X © ATAX - X =B & (ATA-I)X =B & X =
(ATA—1)"'B om AT A—1I #r inverterbar. ATA = [ i 1 ] = ATA-T= [ (1) (1] ]
1 0 -1 0 1
TA_T)— TA_ -1 & _
det(A"A—1) loch (A"A—-1) _1[_1 O} [1 0}
01 -2
e v — (AT A _ 11 —
Svar: X =(A"A-I)"'B [32 1}
1 2 -1
(d) For vilket virde pa a ligger vektorerna {| 2 [, | 1 |,| 1 |} isamma plan?
& ! ¢ (3p)
12 -1
Losning: A=|2 1 1 | = det(4) =6 — 3a.
31 a

Svar: Da a = 2 dr vektorerna linjirt beroende och ligger da i samma plan.



