MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2016-10-08 kl. 14.00 - 18.00
Tentamen Telefonvakt: Thomas Béackdahl
ankn 5325

Losningsforslag MVEOQO21 Linjér algebra 1

Tentan rattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 poidng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran Maple T.A. fran
2016 riéknas in i podngen pa denna del, men hogsta mojliga podng &r trots det alltid 32. For betyg 4 resp. 5 krévs
33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar laggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 1osningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga losningar.

1
2. Lat A= 1 [ Zl)) ; ] Bestim med hjilp av diagonalisering A* da k — oo.
3\ 1
Losning: Den karakteristiska ekvationen dr 0 = det(4A — \I) = | * 1 2 NS
4 2
A2 =224+ 1 =(A—1)(A—1), sd egenviirdena blir \; = 1 och Ay = 1/4.
Egenvektor till Ay = 1:
Ao e[
1 1 ~Y 1 = .
7 —3510 0 0|0 1
Egenvektor till Ay = 1/4:
o] -Losfo]=we 1]
~ 2 = .
7 110 0 00 1
e o . 2 — 10
Vi far diagonaliseringen A = PDP~™" med P = 11 och D = g 1
4
1 1 1
. (o o -1 _ *
Vi far det(P) = 3 och P —3[_1 2].
A* = ppp-'PDP'...PDP~' = PDD..-DP~! = PDFP~1 =P { (1) 49k ] PL
(10 1f2 —1][1 1 172 2
o 1. E -1 _ 4+ _ 2t
Sa lim AT=P1 O}P _3[1 1“0 0} 3{1 1]'
[ 1 -1 -2 3 1
. -2 4 6 -5
3. Lat W = Span{ o 1l 2 [l 2 |1 o } ochu= 3
1 -3 —4 0 1
(a) Bestdm dimensionen for W.
Lo6sning:
1 -1 -2 3 1 -1 -2 3 1 -1 -2 3
-2 4 6 -3 0o 2 2 3 0o 2 2 3
0o 2 2 0 0 2 2 0 0o 0 0 -3
1 -3 -4 0 0 -2 -2 -3 0o 0 0 O

Vi har 3 pivot element sa dim(WW) = 3.

(1p)



(b) Ange n stycken linjért oberoende vektorer i W, dér n &r svaret pa (a) uppgiften.
Losning: Forsta, andra och fjirde kolonnen &r pivot kolonner, sa vi far 3 linjart

1 -1 3
oberoende vektorer u; = _02 , Up = ;1 ,ug = _03
1 -3 0

(c) Bestdm en ortogonal B bas for W.
Lésning: {uy, uz, ug} utgor en bas. Vi kan konstruera en ortogonal bas med Gram-—

b: -
Schmidts ortogonaliseringsprocess. by = uy, bo = uy — bl EZ b; = uy — 2b; =
1-b1
1 1
B bi - ug by - ug B 3 1 B 0
9 OChbg_u3_b1~b1b1_bg-b2b2_u3_§b1_§b2_ 1
—1 -1
Svar: {by, bs, bg} utgor en ortogonal bas for .
(d) Skriv ortogonalprojektionen u av u pa W i basen B, dvs. [u]s.
2
- by -u by -u b3 -u .
Lo6sning: u = by . b1b1+b2 : b2b2+b3 : b3b3 = 2b;—bo+bjs, sa [u”]g = —11
-1 2
4. Lat Ax=b da A= 1 -1 ] ochb= 1
1 -2 -1
(a) Visa att Ax = b saknar losning.
Lo6sning:
-1 2 2 -1 2|2
1 -1]1 ~ 0 1|3
1 -2 -1 0 011

Sista raden ger 0 = 1, sa systemet &r inkonsistent.
(b) Bestdm minstakvadratlosningen till problemet Ax =b .
Losning: Minstakvadratlosningen loser normalekvationerna A7 Ax = A”b. Vi har

T 3 =5 -2 119 5
T T s (AT 1
AT A [ 5 }ochAb { 5 ].det(A A)=2sa (AT A) [5 3].

Detta ger minstakvadratlésningen x = (AT A)"1ATb = [ gg ] .

(c) Vad blev minstakvadratfelet.

3/2 2 —1/2
Losning: Minstakvadratfelet édr || Ax—b|| = || 1 -1 1 |l=I 0 | =
~3/2 1 —1/2

T g 1 1
4 4 /2

Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poing pa dessa uppgifter rdknas in for att na godkantgriansen.

5. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar med bevis,
motexempel eller hinvisning till sats. (Ratt svar utan motivering ger inga poing.)

(a) Om A &dr en n x n matris, med egenvérde A sa dr avbildningen 7' : R™ — R”™ som ges
av T'(x) = Ax — Ax injektiv (one-to-one).
Svar: Falskt. Om v &r egenvektor med egenvirde A, sa blir T'(v) = Av — Av =
AV — Av = 0, men v # 0, sa T &r inte injektiv.

(2p)

(3p)

(2p)

(2p)

(1p)



(b)

Om A &r ett egenvirde till matrisen A, sa ar 3\ egenvérde till matrisen 3A.
Svar: Sant. Om v &r egenvektor med egenvérde A, sa blir (34)v = 3\v, dvs 3\ &r
egenvirde till matrisen 3A.

Avbildningen T'(x1, x9, x3) = (x1 — x2, 3 + 1, —x1 — 2) &r linjar.
Svar: Falskt. 7(0,0,0) = (0,1, —2) # 0 sa T" &r inte linjér.

Om A &r en n x (n + 1) matris sa dr dim(Nul(A)) = 1.

Svar: Falskt. A = [ é 8 8 ] har dim(Nul(A4)) = 2.

Om T : R? — R3 #r en vridning kring en axel v si &r T surjektiv (onto).

Svar: Sant. Om T &r en vridning med vinkel 6 kring v, sa &r en vridning med vinkel
—0 kring v invers till 7. S& T ar inverterbar och satsen om inverterbara matriser ger
da att den ar surjektiv.

6. Lat A vara en m x n matris. Bevisa att (Col A)* = Nul AT,
Losning: Se sats 6.1.3 pa sid 353.

7. Lat @ vara den kvadratiska formen Q(x1, z2,x3) = %(l’% — 4z 9+ 735 — A1 03 — ATOT3 +23).

(a)

Avgor om @ ar positivt definit, negativt definit, eller indefinit.

1 1 -2 =2 1
Losning: Vi kan skriva Q = x7Ax, med A== | -2 1 -2 | ochx=| 2

31 2 2 1 3
Den karakteristiska ekvationen blir 0 = det(A — AI) = = A3+ A2+ A -1
= —(A = 1)%2(A + 1), sa egenvirdena blir A\; = —1 och A2 = 1 med multiplicitet 2.
Egenvirdena har olika tecken, sa @ ar indefinit.
Bestdm nya variabler y1, y2, y3 s& att ) uttryckt i de nya variablerna saknar korster-

mer, och uttryck de nya variablerna yi, yo,y3 i variablerna x1, x2, x3.
Lo6sning: Egenvektorer till Ay = —1:

4 2 2 1 1

5, 3|73 1 -i-1 1 0]-1 1

_§ -3 |~|0 1 |-1|~]|01|-1|=vi=]|1

2 4
-2z -2 3 0 —1] 1 0 0[O0 1
Egenvektorer till Ao = 1:

—% —% —% 1 11 —1 —1
—g —g —g ~ 0 0|0 = Vg = 1 , V3 = 0
-2 —£|-2 0 0[]0 1

vi dr automatiskt ortogonal mot vo och vs, men vy och vs &r inte ortogonala. Déarfor

-1
b, - 1
behéver vi ortogonalisera. by = vy, bg = vo, by = vy — 2 V3 by == | —1 |. Efter
by - by 2 9
a1 1 -
DI a0
normalisering farviP = | 75 5~ 5 |- Tillsammans med D = 0 10
1 0 V2 0 0 1
V3 V3 -

far vi en ortogonal diagonalisering A = PDPT. Lat y = PTx. D4 far vi x = Py och
Q =xTAx = yI' PTAPy = yI' PTPDPT Py = y' Dy = —y? + y3 + y3. Relationen
y =P'xgeryi = J=(v1+22+23), 42 = 5(—21+22) och ys = J5(—z1 — 22 +223).

Hoppas det gick bra!
Thomas Bickdahl

(1p)

(1p)

(5p)

(3p)

(5p)



Anonym kod sid.nummer | Po&ng

MVEO021 Linjar algebra I 2016-10-08 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

3 0 2 3
(a) Bestdm en LU-faktorisering av matrisen A= | —6 1 -5 —4 |. (3p)
3 -3 17 =2

L6sning:
3 0 2 3] 3 0 2 3 30 2 3
A=| -6 1 -5 —4 ~ 0 1 1 ~ 01 —1 2
@+20 ®+3Q
3 -3 7 =2 0 -3 5 -5 00 2 1
- -0
1 0 0] 30 2 3
Svar: L=| -2 1 0|, U=]0 1 -1 2
1 -3 1] 00 2 1
1 0 2 1
(b) Vektorerna b; = [ 2 | ,bo= | 1 |,bs = | 3 | utgor en bas B. Lat v = | 3
2 -3 9 1
Bestdm koordinatvektorn [v]z for vektorn v relativt basen B. (3p)
L6sning:
1 0 2|1 1 0 2|1 1 2 |1 1 0 0]-1
2 1 3|3|~[0 1 -—-1]1 ~]01 =141 |~]101 0] 2
2 -3 9|1 0 -3 5 |-1 00 2|2 0 0 1|1
-1
Svar: [vlg=| 2
1
3 2 0 1 -1 1
(c) Lat A och B vara matriser sa att A™' = | 4 2 -3 |och B'=]2 0 1
21 0 2 -1 1
Beriikna (AB)~!. (3p)
1 1 3]
Svar: (AB)'!=B1Al'=|8 5 0
4 3 3 |
2 01 0
- . 3 04 -1
(d) Berikna determinanten 7 8 4 _9 (3p)
-2 01 0
2 01 0
N : 3 04 -1
Losning: Utveckla efter andra kolonnen och sedan efter tredje kolonnen T S
-2 01 0
2 1 0 9 1
-3/ 3 4 -1 :—3_2 1:—3(2—(—2)):—12.
-2 1 0

Svar: —12.



