Losningsforslag till Tentamen for 6vning, for I-programmet i Linjar

algebra, MVE021
1 2 -1
v] = 1 , w2 = 1 , w3 = —2
—2 2 8

1. Givet vektorerna
(a) Bilda matrisen A som har raderna v1, v2 och vs. Vi far

1 1 —2 1 0 4
A= 2 1 2 ~1 0 1 -6
-1 -2 8 0 0 O

utan radbyte som alltsa har rangen 2. Det visar samtidigt att 3 ar linjakombination
av v1 och va, d.v.s. span {vi,vs, v3} = span {v1,v2}. Dessa tva vektorer utgor
en bas for span {v1, v2, v3}.

(b) Vi sétter

v?ﬂvg 1 13
'UI1:'l)10Ch’lU2:'l)2——2’l)1=— 7 .
(vl 61 19

En ortogonal bas ar

1 13
up = 1 . U9 = 7
—2 10

(c) (Bestdm en vektor u vinkelrdt mot spannet) Bilda vektorn

4
u:=v] X vz = —6
-1

(d)
3p, 3p, 1p
1 5 3
2. Givet matrisen A= | 0 3 1 |.
1 1 2
(a) Inversmatrisen till A emd Jacobis metod:
5 -7 —4
AT ~ ... ~ 1 -1 -1 |=4a"1,
-3 4 3
(b) Determinanten av A: Med en radoperation R1 erhalls
1 5 3
[Al=1] 0 3 1 | = {utv. ldngs kolonn 1} =1 (3(—-1) —1(—4)) =1.
0o —4 -1
3p, 2p
3. (a)
1 5 3 1 1 5 3 1 1 5 3 1 1 0 3 —4
A=|2 7 6 -1 |{~{0 -3 0 -3|{~|0 -3 0 -3|~]0 1 0 1
0 3 0 3 o 3 0 3 0 0 0 © 0 0 0 O

Alltsé ar rangen for radrummet 2 eller dimR4 = 2 och dimNy =4 —2 = 2.

(b) En bas for radrummet dr

=W ot~
_= o = O

Och for nollrummet, sitt A’ -z = 0. Det ger

—3x3 + 4x4g -3 4
z1 — 3x3 +4x4 =0 . —x4 0 —1
sa att * = =z +x —
{xz —x4 =0 x3 3 1 4 0
T4 0 1
En bas for nollrummet ar
-3 4
0 -1
1 ’ 0
0 1



(¢) Bestdam LU —faktoriseringen...

1 5 3 1
A=1]2 7 6 -1 |.
0 3 0 3

Vi skriver de gjorda radoperationerna med elementéra matriser. Med foljande

matriser
1 0 0 1 0 O
E, = -2 1 0 |], Ex= 0O 1 0
0 0 1 0o 1 1

far vi att

E - E A=

1 5 3 1
0 -3 0 -3 |=U.

1 0 0
Matrisen L = (E2 - E1)™! = |: 2 1 0 :| . Med dessa tva matriser L och U

0o -1 1
i L-U=A 3p, 4p, 6p
1 -2 1
. . . " 1 -1 1
4. Givet matrisekvationen A -x = b,diar A = 0 -1 och b= 1
—1 1 1
(a) Matrisekvationen saknar 16sning ty

1 —-2]1 1 0]0

1 —-1]1 0 1/(0

ABI =19 1|1 |~]0 o1

—1 111 0 0fO0

och koefficient- och totalmatris har olika rang.

(b) Losning ekvationen approximativt med minsta kvadratmetoden:

AT~A.’13=ATb som blir |: _i _3 :|~(l!= |: _; ]:>a:: (AT.A)—l.AT.b: [ :} :|

(c) Felvektorn &rt

0
1 V02 + 12 + 02 + 22 2 1
! (1’ K Vi 2 V2
-2

-2
—3f
A
Linjerna givna av A -z = b, samt l6sningen
’ 3p, 2p, 2p
5. Los foljande system av differentialekvationer
z1(t) — 2z2(t) =z} (t) N x1(t) = ae™t + be3t
z2(t) — 231 (t) = 24 (t) x2(t) = ae™t — be3t
5p

6. Giveten symmetrisk matris A...
(a) Antag att A1 # A2 fOr tva egenvarden med dito egenvektorer 1 och xo.
Almg -1 :xlf Az :m? AT o :x? Az :m?~)\2 “ZTo = Ao mg -z

sa att (A1 —)\2):13541:1 = 0. Eftersom \; # A2 maste mg~m1 = 0, d.v.s. vektorerna
ar vinkelrata.



(b)

7. Givet en kvadratisk diagonaliserbar (reell) matris A av ordning n med ett egenvérde .

(a)

Definition av begreppet sekularekvation och egenvirde: Givet en kvadratisk ma-
tris. Sekularekvationen definieras som

At det(A—AI) =0.

Ett egenviarde X\ ar en rot till Sekularekvationen.

Antag att sekularekvationen kan skrivas p(\) = Z ar\". Visa att p(A) = 0...
r=0
A=P-D-P~1 som ger att
A"=P.D" P ' r=12,..

Darmed kan polynomet med \ ersatt av A skrivas

n
P (Z aTDT> Pl
r=0
Betrakta matrispolynomet
a0
r=0
Element i position (j, k) med j # k i matrispolynomet &r noll. Element i position

(4,4) i matrispolynomet &r >°7"_; ar A} = 0 eftersom A, &r en rot till sekularek-
vaionen. '

2p, 4p

2p, 5p



