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MVEO021 Linjir algebra I

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krévs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran Maple T. A.
réknas in i podngen pa denna del, men hogsta mojliga poéng ar trots det alltid 32. For betyg 4 resp. 5 kravs
dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket losningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. (a) Forklara vad som menas med en minstakvadratlsning till en ekvation Ax = b.
Svar: Definitionsmiéssigt &r X mistakvadratlosning till Ax = b om [|[Ax — b|| <
|Ax — b|| for alla vektorer x. Dvs. den vektor som minimerar felet ||Ax — b||.

(b) Anpassa med minsta kvadrat metoden y = a + bt till foljande métdata

t|-2 -1 0 1
y|-1 0 2 3

1 ¢ 1 -2 -1

s . . . 1 19 1 - . 0
Losning: Designmatrisen blir A = = , mitdata y =

1 t3 1 0 2

1 ty 1 1 3

a . . - .
} . Minstakvadratlosningen X l6ser normalekvationer-

och parametervektorn x = [ b

na ATAx = ATy.

1 -2
r, [ 1 1 1 1)1 -1] [ 4 =2
AA=1 9 qo 1|1 o T2 6]
11
[ 1
11 1 1] 0 4
T., _ —
Avy=1 9 40 1]] 2 _[5]’
3

worg[83] s [ 7]

Svar: a = 17/10 och b =7/5, alltsa y = 1—70 + %t minimerar minstakvadratfelet.

(¢) Hur stort blev minstakvadratfelet?

—11 -1 -1
N PN 1 3 o | 1 3
Losning: Felvektorn ar Ax —y = ol 17171 21w 3
31 3 1
N -1 2+32+32+12
= [[A% —y|? = SR =4 S

Svar: Minstakvadratfelet ar Kvadratiska medelfelet ar

—

VivE 25"
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(14p)

(1p)

(2p)



3. Lat vq = , Vo = , V3 = och u=

O = O =
= = = =
_ O =N
B~ W N

(a) Bestdm en ortogonal bas fér W = Span{vi, va,v3}. (3p)

Losning:Vi anvinder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. Lat u; = vy,

1 1 0
W — Vo — Vo - Uy . 1 . 2 0 o 1
2=Ve s T M T 5111~ 1ol”
1 0 1
2 1 0 1
e — va — Y3 W Svgeup 1 240 2|1 _|O
8 up - up us - ug n 0 2 1 2 0 B -1
1 0 1 0
Da #r {uj,uz,us} en ortogonal bas for .
(b) Bestdm ortogonalprojektionen av u pa W. (2p)
Losning: Ortogonalprojektionen av u pa W ar
Projyyu = bt u; + e us + wis us
up - U us * ug us - us
1 0 1 1
_afol ef| 2] o] |3
2|1 210 2 | -1] |3
0 1 0 3
(c) Bestdm minsta avstandet mellan u och W. (1p)
0
Svar: ||[u — Projy, ul| = || Bl | =V (-1)2+12= 2.
1

4. Bestdm med hjilp av diagonalisering A* for alla heltal & > 0 da A = [ _1 4 _11 ] .

1-X -1
—4 1_)\:<1_>‘)2_4: (5p)

(=1 — X)(3 — A). Sa vi har egenvérden A\; = —1 och Ay = 3, bada med multiplicitet 1.
Egenvektorer till A;:

[ 2 10] - [1 1/20] = x1 = x9/2 = Egenvektor vi = {1]

Losning: Karakteristiska ekvationen édr det(A — \I) =

-4 210 0O 0 |0 2

Egenvektorer till Ag:

-2 =110 1 1/21]0 B [
[_4 _20} N[O 0 0]2%”171——302/2: Egenvektor vy = [ 2]

1
2

Detta ger A = PDP™! medP:[ _01 g
112 1

-1 _ =
F _4[—2 1

By R H e R s S A v

_21]00th[ ].det(P):2+2:4ger

] Ak = ppp~tPpp~t...PDP~! = PDD-.-DP~! = PD*p~1 =



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

5. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera ditt svar.
(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Om A &r en 3 x 3 matris sa dr det(3A4) = 3det(A).
Svar: Falskt. Med A = I blir det(A4) = 1, men det(3A4) = 33 = 27.

(b) Om A ir en diagonaliserbar n x n matris sa dr det(A) produkten av dess egenvirden
raknad med multiplicitet.

Svar: Sant. A = PDP~! ger det(A) = det(P) det(D) det(P~!) = det(P) det(D)

det(D) som #r produkten av diagonalelementen i D, dvs produkten av egenvirdena.

(¢c) Om a och b &r vektorer i R” sa &r b - (a — Proj,a) = 0.
a-b a-b
: . b-(a—Proj =b- ———b|=b-a———b-b=b-a—a-b=0.
Svar: Sant. b- (a—Proj,, a) (a b-b) a- a—a 0

(d) Om A &r en m x n matris med m < n sa har Ax = 0 odndligt manga 16sningar.

Svar: Sant. Matrisen kan maximalt ha ett pivot element per rad, vilket innebéar
maximalt m pivot kolonner. Alltsa finns minst n —m > 0 fria variabler. Fria variabler
ger oandligt manga lésningar.

6. Antag att A &r n x n matris. Bevisa att det(A) # 0 om och endast om A &r inverterbar.
Du behéver inte visa att det(EA) = det(FE) det(A) for elementéra matriser E.
Losning: Radreducera A ~ B utan omskalning, med B pa trappstegsform. Detta kan
skrivas A = Fy --- E, B, med Ej, elementéra matriser. det(Ej,) = 1 fér matriser som mot-
sarar addition av multipel av rad som ligger ovanfor pa grund av att sddana matriser
ar trianguldra med ettor pa diagonalen. det(E)) = —1 fér matriser som motsarar radby-
ten. det(A) = det(E; - -- E,B) = det(E)) - - - det(E)) det(B) = £ det(B), dér tecknet beror
pa hur manga radbyten som gjordes. Alltsa far vi att det(4) = 0 omm det(B) = 0. A
ar inverterbar omm B har pivot positioner pa varje rad och kolonn, dvs pivot positio-
ner (nollskillda element) ldngs hela diagonalen. Da B #r trianguldr &r det(B) produkten
av diagonal elementen, men A &r inverterbar omm alla dessa element &r nollskillda, dvs
produkten &r nollskilld. Saledes far vi att A inverterbar omm det(B) # 0 omm det(A) # 0.

7. (a) Forklara, med hjilp av ett variabelbyte, hur diagonalisering av en matris leder till
den allménna lésningen av ett system av linjira differentialekvationer.
Lésning: Om x/(t) = Ax(t) och A #r diagonaliserbar, s& A = PDP~!. D4 kan
vi introducera nya variabler y(t) = P~!'x(t). Derivering ger y'(t) = P~ x/(t) =
P~ 1Ax(t) = P"'PDP~'x(t) = Dy(t). Om D #r diagonal med Aj,...,\,, blir sy-
stemet y’(t) = Dy/(t) siirkopplat med allmén 16sning yx(t) = Cre*t. Byt tillbaka till
x(t) ger x(t) = Py(t).

(b) Los foljande system av differentialekvationer

med begynnelsevillkoren x1(0) = 0, z2(0) = 2. Anvénd vid behov komplexa tal for
berdkningarna, men skriv resultatet pa reell form.

det(P)

(1p)

(1p)

(6p)

(3p)

(5p)



Losning: Med x(t) = z1(t) och A = 3 2 blir systemet x’(t) = Ax(¢).
wg(t) 2 3
: . - , 3—A 2
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet &r det(A — A\[) = 5 g5_y\| =

(3=A)2+4 = (34+2i—))(3—2i—N), sd egenviirdena blir \; = 3+2i och Ay = 3—2i = \}.
Egenvektorer till A;:

—% —210 L= 0 1 =10 = Egenvektor v; = !
2 2|0 1 —i|0 0 010 s =
Pa grund av att A &r reell far vi att vo = v] dr egenvektor till Ay = A]. Detta ger
_ 1 R |3+ 2i 0
A=PDP medP—[1 1}ochD—[ 0 3_9i |

n(t) = B +2)u(t)

Lat y(t) = [yl(t)] = P~ 'x(t). Dafarviy’'(t) = Dy(t), dvs y,l(t) — (3 — 20)ya(t)
9 = (3

Y2 (t)

n (t) — Cle(3+2z‘)t

3—2i)t

De allménna l6sningarna &r (
ya(t) = Cae

Begynnelsevillkoren Py(0) = x(0) = [g} ger

vt —4|0 1 =10 1 -1|0 1 01
1 1|2 1 1|2 0 2 |2 0 1|1

Dvs y(0) = [H sa C1 =1 och (5 = 1. Det ursprungliga systemets 16sning blir

) S e e Y Gy
_ o [ ilcos(2t) +isin(24)) — ifcos(2t) —isin(26)) | _ s [—sin(2t)]
[ cos(2t) + i sin(2t) + cos(2t) — i sin(2t) ] [ cos(2t) ]

Hoppas det gick bral
Thomas Béackdahl
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

T + 2y — z = =2
(a) Finn alla l6sningar till ekvationssystemet ¢ —3z — y + 3z = 1 (3p)
r — 3y — z = 3
Losning:
1 2 —-1]-2 1 2 —-1|-=2 1 2 —-1|-2 10 -1] 0
-3 -1 3|1 |~]0 5 O0|-5|~]01 O|=1|~[01 0]-1
1 -3 —-1] 3 0 -5 015 00 010 00 010
Svar: z=t,y=—1, z =1t dir t dr en parameter.
(b) Lat F : R?2 — R? vara en linjir avbildning i planet som motsvarar spegling i y = .
Bestdam standardmatrisen for avbildningen F'. (2p)
p
Losning: Spegelbilden av e; blir e2 och vice versa.
1 0 0 1
r(lo])-[8]er([3])-15]
0 1
Svar: F'(x) = Ax med A = [ 1ol
0 1 1
(c) Matriserna A= | 1 —2 | och B = ar givna.
11 11
Los matrisekvationen XB — A = X. (3p)
Losning: XB-A=X&XB-X=A< XB-I)=A< X=AB—-I1)"!om
(B — I)~! existerar.
101 _ 1 0 -1 |01
B—I_[l 0], det(B-I)= 1,  (B-I) __1[_1 : }_[1 0}
0 1 01 1 0
X=AB-D't=]1 -2 [1 0}— -2 1
1 1 1 1
1 0
Svar: X =| -2 1
1
10 01
. . 5 4 3 1
(d) Berikna determinanten 9 3 0 92
2 2 01
Loésning: Utveckla efter tredje kolonnen, och sedan efter forsta raden. (3p)
10 01
1 01
5 4 3 1 3 2 2 3
9 3 0 92 =-3 ; ;) ? ——3(2 1 9 2)——3(3—4—1—4—6)—9.
2 2 01

Svar: 9.



5

(e) Bestam for vilka virden pa konstanten a som vektornu = | 2 | &r en linjairkombination

av vektorerna

1 2 -1
V] = 0 5 Vo = 2 5 V3 = —4
2 -1 8

Loésning: Vektorekvationen x1vy + z9ve 4+ x3v3y = u kan skrivas

1 2 —1|5 1 2 -1| 5 12 -1] 5
0 2 —4]|2 ~ 0 1 —2| 1 ~ 01 —2| 1
5 1 81al®P20 g 5 10la-10]P"D| 00 0 a5

1

2

Sa ekvationen har 16sning omm a = 5.
Svar: u ar en linjarkombination av vq, v och v3 omm a = 5.

(3p)



