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Forord

Detta kompendium innehaller en del kompletterande material till kursbéckerna Fisher,
Complex variables, och Folland, Fourier analysis and its applications, i kurserna Komplex
matematisk analys och Fourieranalys. Bland tillimpningsomradena miérks elektriska nét
och icke-stationéra forlopp analyserade med Laplacetransform. Vidare behandlas allménna
linjara system. Avsnitten 1-4 ar ténkta att inga i kursen Komplex matematisk analys,
medan avsnitt 5 hor till kursen i Fourieranalys.
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1. Beridkning av reella integraler

Residukalkyl kan anvindas for att berédkna diverse reella integraler av intresse. Vi skall hér
se pa nagra vanliga typer.

oo Pz
L1 % o de

Lat P(z) och Q(z) vara tva polynom utan gemensamma faktorer. Antag att () saknar reella
nollstéllen och att grad @) > grad P + 2 (dar grad P och grad @) betecknar polynomens

gradtal), sa att integralen ffooo ggg dx ar konvergent, ja t.o.m. absolutkonvergent. Integrera

P(2)/Q(z) runt halvcirkeln i Fig. 1, ddr R har valts sa stort att konturen omsluter alla
nollstallen till Q(z) i 6vre halvplanet. Enligt residusatsen &r

N

Fig. 1

* P(x) P(Z> = 2m es
/_RQ@)d“ QT LR

dér summan i hogerledet forstas betyder summan av residuerna av P(z)/Q(z) i alla poler
i 6vre halvplanet. Vi vill nu lata R — oo och visa att den andra integralen i (1.1) gar mot
0. Detta foljer av foljande lemma.

P(z2)
o) )

Im z>0

Lemma 1.1. Antag att f(z) dr analytisk i Imz > 0, |z| > Ry for nagot Ry, och att
2f(2) — 0 da z — oo i halvplanet Imz > 0. Da dar

lim f(z)dz = 0.
R—oo Cr

Bevis. Antag R > Ry och sétt Mp = max.cco, |f(2)|. Forutsittningen att zf(z) — 0 da
z — 00 1Imz > 0 innebar att RMpr — 0 da R — oo. Vi far

| f(z)dz|§/ |f(2)|ldz] < Mg-TR —0 da R — oo,
CR CR
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varfor pastaendet foljer. O

Tillimpa nu Lemma 1.1 pa f(z) = 58 Om P(z) = apz™ + ...+ a1z + ag och Q(z) =
by2P 4+ ...+ b1z + by, sa &r m + 1 < p enligt forutséttning, och

a2 4+ agz
2f2) = bp2P + ...+ by

Alltsa dr limpoo [, f(2)dz =0. Lat R — oo i (1.1) sa fas

0 P(x) P(z)
/OOQ(x) = 2i Z Res B (1.2)

Im 2>0

—0 da 2z — oo.

Exempel. Beridkna [ = 0 dx.

x4+1

Losning. Integranden ar jamn sa [ = % f_oo $4+1 dz. Funktionen f(z) = 4+1 har poler da
A41=0, 2=z =D/ | =0, 1,2, 3. 1 6vre halvplanet ligger 2, = e'™/* = 75(1 +1)
och z; = &3/ = 75(=1+41). Vi har

22 1 20 1
=2 :_z:z:_:_:_l_.v
R‘es Of(z> 4Z3| 0 4Z0 4 4\/5( Z)
1 zZ 1
Res,—., f(z) = — = 2 (—1—1).

421 4 4\/_

Formel (1.2) ger

1.2, [7 gg; cosazdx och [~ gg; sin ax dx

Lat P(z) och Q(z) vara som i 1.1 med det undantaget att vi nu bara kréver att grad ¢ >
grad P + 1. Lat a > 0 och integrera Plz) giaz pynt samma kontur som forut. Residusatsen

IO
ger
" P(x) P(z)
ey + e dz = 2mi Res el (1.3)
/ r Qx) cr Q(2) Z
for stora R. Eftersom || = e % <1 (2 =z + ly), kan den andra integralen i (1.3)

uppskattas som

[ GGl < [ 155 e

Om skillnaden mellan @):s och P:s gradtal ar minst tva enheter gar detta mot noll som
forut, men om skillnaden i gradtal bara &r en enhet, d&r denna uppskattning virdelds, och
vi maste hitta pa nagot béattre. Losningen ges av foljande lemma.
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us

Lemma 1.2 (Jordans lemma). (a) /2 e~oftsind g < %, a > 0.
0 a

(b) Antag att f(z) dr analytisk i Imz > 0, |z| > Ry for nagot Ry, och att f(z) — 0 da

z — 00 1 halvplanet Imz > 0. Om a > 0, sa ar

lim / f(2)e"*dz = 0.
Cr

R—o00

Bevis. (a) Det framgar av Fig. 2 att sinf > 2770 for 0 <6< 7.

A

1 sin ©

26/m

i
Fl
Fig. 2

Detta ger

/2 efaRsiHGde < /2 efaR(QG/ﬂ)de < /OO 672aR9/ﬂ'd9 — T )
(b) Antag R > Ry och lat igen Mr = max.cc, |f(2)]. Forutsdttningen att f(z) — 0 da
z — 00 1Imz > 0 innebér att Mr — 0 da R — oo. Vi uppskattar integralen 6ver C'z och
utnyttjar (a):

‘/ f(Z)@iazdz| < [Z = R@iﬁ’ 0< i < 7'('] < MR/ e_aRSinngQ
Cr 0

™

= [sin @ ar jamn kring 6 = g] _ 2RMR/2 p—afisind gy
0

<9RMp- —— =T Mp—0, di R— oo,
2aR  a
vilket bevisar pastaendet. O
Lat oss atervénda till (1.3) och tillimpa Lemma 1.2 pa f(z) = ggzg Eftersom m < p, géller

att
amz™ 4+ ...+ ag

/() = by2? + ... + by
och Lemma 1.2 ger att [, f(z)e"*dz — 0 da R — oo. Lat R — oo i (1.3) sa fas da

—0 da z— oo,

mweitm T = 27 esmemz a
/_OOQ(x) dr = 2 IZ>OR o0 (a>0). (1.4)
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Integralen i (1.4) har erhallits som ett principalvirde, dvs. som

> P(x) ax . f P(l’) iax
o[ g e

men det &r inte klart att integralen &r konvergent i vanlig mening, vilket kriaver att

_BA ggg e"dx har ett grinsvirde da A och B gar mot oo oberoende av varandra. (For

att klargora skillnaden, observera att t.ex. PV ffoooxdx = limp_ .o ffodx = 0, medan

[ adx inte existerar.) I (1.2) var detta inget problem, eftersom vi fran bérjan visste att
integralen var konvergent. Att detsamma géller i (1.4) kan visas genom att anvinda en
annan integrationskontur eller direkt genom partialintegration. Med R(z) = P(x)/Q(x)
fas

B 1 b / ax

1o —= R'(z)e"dx. (1.5)

ia _A

(&

B ax
R(x)e"“dr = [R

| R@eis = [R@)
Den utintegrerade termen gar mot 0 da A och B gar mot oo. Eftersom R'(x) dr en rationell
funktion Py(z)/Q:(z), dér grad @, > grad Py+2,sa ér [* R'(x)e*"dx absolutkonvergent,
och integralen i hogerledet av (1.5) har ett gransviarde da A och B — oo oberoende av
varandra. Alltsa giller detsamma for vénsterledet, och vi behover inte ha nagot "PV” i
(1.4).

Om P och @ har reella koefficienter far vi [*°_ R(z) cos ax dz och [ R(x) sin ax dz genom
att ta real- resp. imagindrdelen av bada leden i (1.4). Observera att man inte kan fa t. ex.
J72. R(x) cos ax dz genom att integrera R(z)cosaz runt konturen i Fig. 1 (varfor?), utan
man maste ga vigen via (1.4).

Exempel. Berékna I = [7 zzjig;_,’_Q dr.

Lésning. Vi skriver / =Im [ #;H dzx.

Funktionen f(z) = /(2% + 2z + 2) har poler da 22 +22+2 =0,z = —1 £ 4. I dvre
halvplanet ligger z; = —1 4 ¢, och vi har

iz i1+ q
e e
R =z — — = — —1—
esemn /12 = 575 2 2
z=2z1
Formel (1.4) ger
1 )
I=Im(27mi- —e 7" = ~Tsinl.
2 e

Vi skall nu tillata att ¢ kan ha enkla nollstillen pa realaxeln och se hur (1.4) generaliseras.
Vi maste forst diskutera begreppet principalvirde litet utforligare. Om en funktion f(z)
dr kontinuerlig i intervallet [a,b] utom i punkten ¢, definierar vi

PV/ f(z)dzr = lim {/C_Ef(x)dx+ . f(z)dz},

e—0+
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om gransvirdet existerar. Exempelvis &dr

11 —€ ld
PV/ = dz = lim [/ —$+/ “—o,
1T —0+ -], . T

medan fjl & paturligtvis dr divergent.

Flera principalvarden kan kombineras pa ett uppenbart sétt.

Exempel.
fe'e) 2) —1—€ 1—e2 R 1 1
PV/ 23: dr= lim | +/ +/ ( + ) dz]| =
—00 xrs — 1 6?::83- —R —1+4€; 1+e€2 T — 1 xz + 1
e2—0+

Om @ har ett antal enkla reella nollstéllen och om férutséttningarna i 6vrigt ar de samma
som i anslutning till (1.4), far vi

h Mei‘” x = 2mi es@em ! esMem
PV/_OOQ(x) do =2 m;oR RIEA Z:R e (1.6)

Im z=0

Observera att "PV” ar helt ndédvandigt hér, eftersom integralen &r divergent.
I beviset kommer vi att utnyttja foljande resultat.
0

Lemma 1.3. Om f(z) har en enkelpol i 2y, och om C, dr cirkelbdgen z = 2o + €€, o ——
o+ 6y, sa ar

e—0

lim [ f(2)dz =iy Res,—., f(z).
Ce

Bevis. Vi kan skriva c
-1

f(z) = +0(2)

Z— 20

dér c_; = Res,—,, f(2), och dér ¢(z) dr analytisk i zg, sa att

/Cef(z)dz:c_l/oeZ_lzodan/CEgo(z)dz. (1.7)

1 a+6g 1 ) a+0p
/ dz = / —eie” df = i / df = i,
c. 2 — 2 o eet a

\/ o(2) dz] < max|p(2)] - lfole — 0 d& ¢ — 0.
Ce ZECe

Har ar

medan

Lat e — 01 (1.7) sa fas pastaendet. d
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For att bevisa (1.6) lat g(z) = 28 e och lat z1, ..., z,, vara polerna pa realaxeln. Inte-

grera ¢(z) runt konturen i Fig. 3.

-R

X, —€ X, +e X,~€
2 72

Fig. 3

Om R ar stort och €y, ..., €, sma, ar

T1—€1 T2—€2 R
/ z)dz + / / / g(x)dx+
Cr T1+€r Tm+em

(1.8)
+/ —I—...+/ g(z)dzsz'ZResg(z).
Cey Cem Im2>0
Vi far att [. g Cr z)dz — 0 da R — oo som forut, och enligt Lemma 1.3 géller att
/ g(z)dz — —miRes,—;, 9(2) da e —0,k=1,...,m
Ce,
Lat R — oo och ¢, — 0, k =1,. i (1.8) sa erhalles (1.6). O

Formel (1.6) anviinds oftast for att berdkna [~ Q(x; cos az dz eller [ gg g sin ax dx, dir

de reella nollstéllena till Q(z) motsvaras av nollstéllen till cos ax eller sin ax. Integranden
ar da (kan uppfattas som) kontinuerlig i dessa punkter, sa nagot principalvirde behovs
inte. Konvergensen i odndligheten &r heller inget problem, som vi sag i (1.5).

Exempel.

/ Smxd:{;:—/ Sl”dx:—lmpv/ € e =
0 x 2 )« 2 oo T

1 ) e 1 , T
= §Im (i ResZ:()?) = ilm(m 1) = 3
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2. Mobiusavbildningar och inversa punkter

Definition. Tva punkter a och a* kallas inversa m.a.p. linjen L, om de &r varandras
spegelbilder i L. Punkterna a och a* kallas inversa m.a.p. cirkeln |z — zy| = r, om a och a*
ligger pa samma forlingda radie och |a — 2o - |a* — 20| = 72, dvs. om (a — zg)(a* — 2) = 7°.
Vidare &r zy och oo inversa m.a.p. cirkeln.

a*

Lat C vara en cirkel eller rédt linje och T'(z) en Md&biusavbildning. Da &dr som bekant
bildkurvan C" = T'(C') ocksa en cirkel eller rét linje.

Sats 2.1. Antag att a och a* dr inversa m.a.p. C. Da dr T'(a) och T'(a*) inversa m.a.p.
.
Beviset bygger pa tva lemmor.

Lemma 2.1. Lat C vara en cirkel eller rat linje och lat a och a*(a,a* # o0) vara inversa

m.a.p. C. Da dr
z—a

=k, ze€C,

z—a*

dir k=1 da C dr en rdit linje, och k = |a — z|/r da C dr cirkeln |z — z| = r.

Bevis. Uppenbart fran definitionen da C' &r en rét linje. Om C &r cirkeln |z — z| = 7,

kan vi skriva
2

a=zy+pe? a" =zg+ —e¥, dir p=|a— 2.
Punkterna pa C ér av formen z = z, + re?. Da giller

z—a re' — pe'® pre’ — pet

- = : R
z—a* el — e petl — reie
—i0 __ —ip
_P o i PC re
r petd — reiv
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I det sista braket &r tédljaren konjugatet av ndmnaren, varfor brakets belopp ar 1. Alltsa &ar

z—al| p
z—a*| 1
O
Lemma 2.2. Lat p och q vara olika komplexa tal och k > 0. Ekvationen
Z—p
=k 2.1
— 2.)

betyder en rit linje di k = 1 och en cirkel med medelpunkt zy = (p — k*q)/(1 — k*) och
radie r = k|p—q|/|1 — k?| dd k # 1. p och q dr inversa punkter m.a.p. linjen resp. cirkeln.

Bevis. Pastaendet ar klart om & = 1, sa lat k£ # 1. Ekvation (2.1) kan skrivas

(z=p)(z—p) =k (z—q)(z— 1),
(1—kzz = (p— K@)z — (p — K*q)z = K*|q* — |p|?,
ZZ — Z9% — 292 = —kQ\qF — |p\2’

1— k2
k*lq)* — Ipl?

1_ 2 + |Zo‘2.

|Z — Zo|2 = 2Z — ZpZ — 202 + 2020 =

Efter litet riknande fas att det sista uttrycket #r lika med r2, och didrmed &r det forsta
pastaendet klart. Slutligen &r

Fla-p)  _4a-p
11—k 1T T
2

(P —20)(q = 20) =17,

D—20=

vilket visar pastaendet om inversa punkter. O

Bevis av Sats 2.1. Avbildningen 7'(2) kan skrivas som en sammanséttning av avbild-
ningar av formen Ty(z) = az + 3, a # 0, och Ty(z) = 1. Dérfor ricker det att visa
pastaendet for var och en av dessa avbildningar.

Antag forst att a, a* # co. Enligt Lemma 2.1 och Lemma 2.2 kan ekvationen for C' skrivas

pa formen
zZ—a

= k. (2.2)

z —a*

Om w =Ti(z) = az+ [ och z € C, dr enligt (2.2)

zZ—a

‘ w — Ti(a)
w — Ti(a")

ozz—l—ﬁ—(oza—i—ﬁ)‘_
az+ B — (aa*+8)|

z—a*
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Enligt Lemma 2.2 &r da Tj(a) och Tj(a*) inversa m.a.p. T1(C). Om w = Ty(z) = 1 och
z €, ar, om a,a* # 0,

1_ || » —
- a||z=a

_ _ _ kla|
- - - Y

’ w — Ty(a)
w — Ty(a")

1
a
L allz—a* |a|

1
och Lemma 2.2 visar att Ty(a) och Ty(a*) dr inversa m.a.p. T5(C). Om a = 0, &r

1 1

z  a*

z—a*

1

— 1 —
N kla*|’

lw —Ty(a")| = =
|a*|

z

vilket visar att bilden &r en cirkel med T5(a*) och T3(a) = oo som inversa punkter. Fallet
a* = 0 behandlas analogt.

Om a = o0, dr a* = zy, om C' &r cirkeln |z — 29| = r. Da &r T3 (a) = oo och T} (a*) = azy+ [
inversa m.a.p. 71 (C), eftersom cirkeln 7' (C') har medelpunkten azo+3. Vidare ar Ty(a) = 0
och Ty(a*) = L inversa m.a.p. To(C). Detta #r klart om 2o = 0, och om 2 # 0 ér for z € C

To(2) =0
TQ(Z) -1

och pastaendet foljer av énnu en tillimpning av Lemma 2.2. Fallet a = 29, a* = oo be-
handlas analogt. Dérmed &r satsen bevisad. U

|Zo| N |Zo|

7|z—zo|7 r

Y

Sats 2.1 kan anvéndas for att enkelt 16sa vissa avbildningsproblem.

Problem 1. Avbilda en cirkel eller rét linje C' pa en cirkel eller rit linje C".

Losning. Problemet kan 16sas genom att man avbildar en punkt z; € C' pa en punkt
wy € C" och ett par av inversa (m.a.p. C') punkter 25 och 25 (som ej ligger pa C') pa ett par
av inversa (m.a.p. C") punkter wy och wj. Dessa punkter bestdmmer en Mobiusavbildning
T(z); se Fisher, sid. 198-199 for det grundliggande problemet att avbilda tre punkter pa
tre punkter. Bilden T'(C') av C' &r en cirkel eller rit linje, som gar genom w; och som har
wy och wj som inversa punkter (Sats 2.1). Nu finns det bara en cirkel eller rit linje med
denna egenskap. Detta kan man inse genom att inféra den Mobiusavbildning ¢ = S(w),
som avbildar w; pa 1, we pa 0 och w) pa oco. Bilderna av T'(C') och C” ar da cirklar, som
gar genom 1 och som har 0 och co som inversa punkter. Det finns dock bara en sadan
cirkel, ndmligen || = 1. Alltsa ST(C) = S(C"), varfor T'(C) = C".

Problem 2. Avbilda ett omrade €2 begréinsat av en cirkel eller rét linje C' pa ett omrade
' begrdnsat av en cirkel eller rit linje C".

Lo6sning. Avbilda C pa C’ enligt Problem 1 sa att nagon punkt i 2 avbildas pa nagon
punkt i . Darvid kommer  att avbildas pa €'; se Fisher, 6vn. 10, sid. 205.
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3. Laplacetransformer

[ vissa tillimpningar har vi behov av att kunna Laplacetransformera (generaliserade) funk-
tioner innehallande impulsiva singulariteter, dvs. 0-”funktioner” och eventuellt derivator
av sadana. Detta &r ganska problemfritt utom da vi har en impulsiv singularitet i origo.
Vi ténker oss som vanligt att f(¢) = 0 for ¢ < 0 och definierar

e—0F

(Lf)(s) = /[:O f(t)e*dt = lim /OO f(t)e*dt

under forutsattning att integralen existerar for s med tillrdckligt stor realdel. Exempelvis

ar
oo

(L0)(s) = S(t)e stdt = e 0 = 1.

0-

o-funktioner kan upptrada i hogerledet i differentialekvationer. Ett enkelt exempel:
u +u=0(t). (3.1)

En sadan ekvation maste tolkas inom teorin for generaliserade funktioner (eller distributio-
ner), och derivatorna maste avse generaliserade derivator. Lat oss soka en 16sning sadan att
u(t) = 0 for t < 0 och forsoka bestimma den med Laplacetransformering. Vi behover da re-
geln for Laplacetransformering av derivator. Med generaliserad derivata och med f(t) =0
for t < 0 har vi

(Lf)(s) = OOO f()etdt = [f(t)e ™2 — 000 f(t)(=s)e " dt
=s h f(t)e *dt,

0-

dvs.
(Lf)(s) = s(LS)(s). (3.2)
Analogt for hogre derivator:

(L®)(s) = s"(LS)(s).

Laplacetransformerar vi nu (3.1) far vi med U(s) = Lu(s):

s’U(s)+U(s) =1, U(s) = ﬁ’

u(t) = sint - 0(t).

Jamfor (3.2) med den tidigare formeln (se Fisher, Example 2, sid. 348, eller Folland, The-
orem 8.1(c))

(Lf)(s) = sLf(s) = f(0), (3-3)
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dar f'(t) ar den styckvisa derivatan for ¢ > 0. Ett enkelt exempel belyser skillnaden i
synsitt mellan (3.2) och (3.3). Betrakta f(t) = 6(t)(= H(t)). I (3.3) betraktar vi enbart
t >0 och har 0'(t) = 0 och 6(0) = 6(07) = 1. Alltsa utsdger (3.3)

(LO)(s) =0=sLl(s) — 1,

vilket &r korrekt, ty £6(s) = 1.1 (3.2) tar vi hinsyn till ¢ < 0 och har ¢'(t) = (¢, varvid
(3.2) ger

(L) (s) = L(s) =1 = sLO(s),

vilket ocksa ar korrekt.

Vi har tidigare sett hur en given funktion f(¢) kan atervinnas ur sin Laplacetransform ge-
nom en viss konturintegral, som vi kallar inversionsintegralen. Nu &r situationen ofta den
motsatta: vi har en funktion F'(s) given och vi vill ta reda pa om F'(s) ar Laplacetransfor-
men av nagon funktion f(¢). Férhoppningen &r att f(¢) skall kunna erhallas med hjélp av
inversionsintegralen, men det &ar tyvérr inte alltid sant; det kan ndmligen hénda att inver-
sionsintegralen konvergerar mot en funktion, som inte har F'(s) som sin Laplacetransform
(se Folland, Exercise 10, sid. 273). Med lampliga foérutséittningar pa F'(s) kan man dock fa
det onskade resultatet. Vi skall nedan ge tva exempel pa situationer, dér F'(s) verkligen &r
Laplacetransformen av den funktion f(¢) som erhalles ur inversionsintegralen. Forst kan
man fraga sig vilka funktioner F'(s) som kan upptrida som Laplacetransformer. Det &r inte
latt att ge nagot enkelt svar pa den fragan. Ett par egenskaper hos Laplacetransformer kan
vi dock notera. Vi har tidigare sett att en Laplacetransform &r analytisk i ett halvplan
Res > a. En annan enkel egenskap ges i foljande sats. Vi betraktar dér funktioner f(t)
utan impulsdelar.

Sats 3.1. Lat f(t) vara sadan att e P*|f(t)| dr integrerbar dver intervallet (0, 00) for nagon
reell konstant p. Da gdller for Laplacetransformen F(s) att F(s) — 0 da Res — oo.

Bevis. Antag 0 = Res > p. Da ar
P < [ 150l e e
0

For varje e > 0 kan vi vélja ett to > 0 sa att foto |f(t)|eP'dt < e. Vi har

to 0 [e%s)
rmws/‘WMewwam?/memwsmeM#/memw
0

to 0

och detta kan goras mindre &n 2e om o viljs tillrackligt stort. Alltsa géller att F'(s) — 0
da Res — oo. O
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Sats 3.2. Antag att g(s) dr analytisk i hela s-planet utom i indligt manga singulira punkter
Sk, och att g(s) — 0 da s — oo. Da dr g(s) Laplacetransformen av

=) Res,—, (g(s)e™). (3.4)

Om det reella talet a dr sadant att Re sg < a for alla k, gdller vidare att

1 a+i$2 f(t), t>0

: . st — )
dim 5 ], 9ls)ends { 0, t<O0. (3.5)

Bevis. Vilj Q) sa stort att alla s ligger innanfor konturen C' = v + I'g i figuren. Med
f(t) definierat av (3.4) ger residusatsen

f(t)—2m / gls)eds = - / /F Jertds] (3.6)

For ¢t > 0 har vi uppskattningen

FO1< 5 [ Tl as] < e [ Jatslids| = dree 3.7)

Alltsa har f(t) en Laplacetransform. Lat oss visa att den &ar g(s).

a-jQ

Fixera z med Re z > a och lat Q > |z — a|. Enligt Fubinis sats om omkastning av integra-
tionsordningen ar

1 [e.e]
/ £(t) —ztdt / / s)e —(z=)t o dt — _/ g(s)/ e~ (=9t dtds
2mi 21 Jo 0
1 1
_/<_d5___/ ﬂds_f/ 96) 44
2mt Joz — s 20 Jyy S — 2 27 Jp, S — 2

(3.8)
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Enligt Cauchys integralformel &r

g(z) = L/r 9(5) ds — = 9(s) ds. (3.9)

21 LS =2 21 o ST Z

Om Cq =T§, + I ér cirkeln |s — a| = Q, fas alltsa ur (3.8) och (3.9)

o(z) /0 T e tar = [ 98 g (3.10)

21 Jo, S — 2

Nu skall vi utnyttja att g(s) — 0 da s — oo, vilket ar liktydigt med att maxsec, |g(s)] — 0
da €2 — oo. Vi har

‘/ 9(s) ds‘ < maXoeop [9(5)] 210 — 0 da Q — oo.
0o S — % Q—|z—aql

Lat Q — oo i (3.10) sa fas
| st e = gt2),
0
vilket bevisar pastaendet om f:s Laplacetransform.

Om man sa vill, foljer nu (3.5) av inversionssatsen, men vi skall ge ett direkt bevis i detta
fall. Om t > 0 foljer av Jordans lemma (Lemma 1.2) (gor substitutionen z = —i(s — a),
som overfor I'g till en halvcirkel i 6vre halvplanet) att

lim g(s)e’tds = 0.

Q—o00 T'o

Alltsa ger (3.6) att

Om t < 0 foljer pa samma sétt att

lim g(s)etds =0,

Q—o00
Iy

och eftersom enligt Cauchys sats

J

g(s)eds — / g(s)e*tds =0,
Q aiel
ar
a+iQ
Qll_rgo% - g(s)etds =0 for t<O0.
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Exempel 3.1. Forutsittningarna i Sats 3.2 &r uppfyllda for rationella funktioner g(s) =
ggg, dir grad P < grad Q).

Exempel 3.2. g(s) = %ef uppfyller férutsittningarna i Sats 3.2. Den enda singulariteten
ar i origo, sa g(s) ar Laplacetransformen av

f(t) = Res,—g(s)e™.

Nu ar
1 . Iox 1 =1
st — —5 st _ 1\, kk:
g(s)e =€ e . _n!( 1)"s g _k!St
n=0 k=0

_ZOO ZOO (=D)"t*

N nlk!
n=0 k=0

=3 EE S O 2 0w

Nésta resultat meddelar vi utan bevis. En liknande sats finns i Folland, Theorem 8.5.

Sats 3.3. Antag att (1) F(s) dar analytisk for Res > a, (2) |F(s)] < % for Res > a, dar
a >0, och |F'(s)] < ﬁ for Res > a, dir > 1, eller (2) |F(s)| < % for Res > a, dar

a>1.
Da dr F(s) Laplacetransformen av

1 a+100 st
== | " F(s)etds, t>0
t) = 2wt Ja—ioo ’ ’ 3.11
ro-{z -0 (3.11)

Exempel 3.3. F(s) = %e*c\/g (principalgrenen av +/s) uppfyller forutsittningarna (1)
och (2') i Sats 3.3 med godtyckligt a > 0 om ¢ > 0 (ty e “V® gar mot noll fortare &n varje
potens av |s| da |s| — oo, Res > a > 0). Om ¢ = 0 &r i stéllet forutséttningarna (1)
och (2) uppfyllda. Integralen i (3.11) kan berdknas med residukalkyl som i Folland, sid.
271-272. Resultatet ar att
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4. Elektriska nit och linjira system

4.1. Icke-stationira forlopp i elektriska nit analyserade med
Laplacetransformer

Antag att vi vill studera ett icke-stationért forlopp i ett elektriskt nét, t. ex. insvingningsfor-
loppet efter en inkoppling. Vi maste da stélla upp kretsens differentialekvationer och losa
dessa med hénsyn till féreskrivna begynnelsevillkor. Om nétet endast innehaller linjéra,
tidsinvarianta komponenter, blir differentialekvationerna linjéra med konstanta koefficien-
ter. De kan da med fordel 16sas med Laplacetransformation. Lat oss betrakta ett enkelt
exempel.

Exempel. Bestdm strommen i(t) for ¢ > 0 i nedanstaende RL-krets:

Vi far differentialekvationen

»
Rz’+Ld—i:E for t>0,4(0) = 0.

Laplacetransformering ger, om I(s) &r Laplacetransformen av i(t),

E _E,1 1

E
RI(s)+ Lsl(s) = ~ I(s) = S(R+Ls) R(s @)7
i(t) = %(1 — e BYLYg(t).

Detta kan systematiseras, sa att man aldrig behover skriva upp differentialekvationerna,
utan man infor ett transformerat nét, som sedan kan behandlas med likstromsmetoder.
Lat oss forst se pa de grundldggande sambanden och hur de transformeras.

Kirchhoffs stromlag: Den algebraiska summan av de strémmar som i varje 6gonblick
lamnar en nod &r noll.
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Detta &r en konsekvens av stromstyrkans definition som laddningsflode per tidsenhet.

Exempel.

Efter Laplacetransformering fas motsvarande relation mellan Laplacetransformerna Iy (s):

11(8) — .[2(8) — .[3(8) —+ 14(8) =0.

Kirchhoffs spidnningslag: Den algebraiska summan av grenspénningarna i en slinga &r
noll i varje 6gonblick.

Detta &r en konsekvens av att en grenspéanning &dr en potentialskillnad:

+ u
o > o u = potentialen i A — potentialen i B
A B

Exempel.

<i:> \\ wi (t) + us(t) — us(t) = 0

+ u s

3

q
v

Efter Laplacetransformering fas motsvarande relation mellan Laplacetransformerna Uy(s):

U1<S) + UQ(S) — Ug(S) =0.

Resistans.
+ u(t) - + U(s) -
o o) (o] > , P
i(t) R I(s) R

u(t) = Ri(t) U(s) = RI(s)



Tilldimpningar av komplex analys och Fourieranalys

21

Induktans.
+ u(t) =
o— LI
i(t) L
di(t) .
(t)=1L d(t)’ i(0—) =1
Kapacitans.
by u(t) _
s
i(ey ''C
I
u(t):uo—l—a 0 Z(T)dT,t>0
u(0—) = g

Impedans, admittans.

U(s)

I(s) sL

U(s)
e A
— . + - o
() %j
sC s
1 Ug
U(s) = EI(S)—F?

For ett allmént linjart, tidsinvariant nédt utan inre kéllor géller, om alla strémmar och
spanningar dr 0 for ¢ < 0, ett samband av formen U(s) = Z(s)I(s), med u och i som i

figuren.

i(t) I(s)
u(t) Nit U(s)
- ————— -

Z(s) kallas nitets impedans, och = kallas for dess admittans. Vid seriekoppling adderas
Z(s)

impedanser:
_________ Z(s)
— |
1(s)! Z1(S) ZZ(S) :
o>+ —f "o "+—7—-o
! |
+ L 1 -

Z(s) = Z1(s) + Za(s)
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Vid parallellkoppling adderas admittanser:

I(s)

o2t
+ :—“"' ------ :Z(s)
| |‘ 1 . 1
U(S): z,(s) Zz(s): Z(s)  Zi(s)  Zo(s)
|
(A (N ¥
- -1

Impedansen for en resistans R, en induktans L, och en kapacitans C' &r enligt ovan R, sL
1
resp. <&

Problem 1.

v

Beridkna ug for t > 0. Nétet saknar begynnelseenergi, dvs. induktansen &r stromlos och
kapacitansen spanningslos vid ¢ = 0—.

Losning. Naitet transformeras i enlighet med ovanstaende regler.

. +
E 7+
S - R UR(S)
1
sL+ SC B
| -
| SUSSSSSE—

Impedanserna for induktansen och kapacitansen adderas. Spanningsdelning ger

E R R E

Up(s) = ———"——— = = ——— .
r(s) sR+sL+% Ls2+ 844
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Infor

Da kan vi skriva

SRR R E
RS = L s? 4+ 203s + w? N L(s+B3)?+wi— 3%

1. Om 8 < wy kallas kretsen underkritiskt dimpad, och vi infor w = /w2 — 32, sa att

R FE
Ul = LT aE o
FE
ug(t) = f—Leﬁt sinwt, t>0.

2. Om [ = wy kallas kretsen kritiskt dimpad, och vi far

R E
U= T
up(t) = R—LEteﬁt, t>0

3. Om 3 > wy kallas kretsen 6verkritiskt dimpad, och vi infér Q = /5% — w?, sa att

R E
Ur(s) = Z(S-}-ﬁ)z — 02’
E E
ug(t) = %e‘ﬁt sinh Qt = Q}EZ—L[e_(/B_Q)t — e (B 4 > 0.

Anmirkning. Losningen i det forsta fallet kan anvéindas dven om w ar komplext eller

0. Om § > wy, dr w = j§2, och %“’t = w For g = wq fas 16sningen som ett gréansvarde:
sinwt __ t
=t

hmw—>0

Problem 2.

Bestam u(t) for ¢t > 0, da

v C —”—— u (1) = vg for 0<t<T,
YWY 0 for t<O0ocht>T.
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Losning. Vi kan skriva

Dess Laplacetransform &r

11 .,
V(s):vo(g—se Ts)
= +

v(s)C) = || v

Ur det transformerade natet far vi

U(s) = ﬁws) - Wu — e T = Uy(s) — Uy (s)e™ ™,
. Un(s) = —20 (L ! 1 — e 70)0(t) = ua(t
1(8)_5(1—1——1%_”0(;_3—1—%)[00(_6 )0(t) = uy(t).

Alltsa ar enligt fordréjningssatsen

u(t) =ui(t) —ur(t —T) = vo(1 — e’%)e(t) — (1 — e’%)G(t - T).

Problem 3.

1 och

E - C —— R
L i(t)
T <
Berédkna den under tiden 0 < ¢t < T i spolen inmatade energin, om R = %, C
L=1.
Losning. Allmént géller att den i ett nit inmatade + ot (t)

effekten &r p(t) = wu(t)i(t), med referensriktningar
som i figuren. Den pa tiden ¢ty < t < t; inmatade

energin dr W = f;lj u(t)i(t) dt. =

u(t) Nit
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I detta fall &r u(t) = L%, i(0—) = 0, sa att

T+ di L
W = Li(t)—-dt = —i*(T).
/0_ (1) St = Si(T)

Transformerat néat:

sL I(s)
— <
B 1 B 1 - (S—i— 1)2
5= (5L+m)1(5) = (s+ S+2)I(3) =512 I(s),
s+2 2 2 1
I(s) s(s+1)2 _E(E_ s+1 (s+1)2)’
i(t) = E(2—2e" —te ")0(t),
1 . 2 E2 -T —T\2
Wzi[z(T)] :7(2—26 —Te ")~
Problem 4.
t=0
X ig)
Y > +
R
E =3 § —— u(t)
L

Kretsen dr i stationért tillstand for ¢ < 0. Bestdm spanningen u(t) 6ver kondensatorn for
t>0.

Losning. Vi har begynnelsevirdena u(0—) = E, i(0—) = £. Det transformerade nétet
blir da

> +
I(s)




26 Kjell Holmaker

E LE 1
—4+ —=(L+R+—)I
8+ I (sL + +SC) (s),
E s+
](s):R T L
s° + LS+E
Som i Problem 1 infor vi
R 1 5
= 57 Wo = —F/7—, W= Wy — 27
M7 ’
sa att
1(s) E s+ 20
R (s+ ()% + w?
Den sokta spanningen &r
E 1 E F s+ 20
Us)=———I(s) = — — =
(5) s sC (5) s  CRs[(s+ )%+ w?|
s+ 0 w? 1
=Fp— 4 - )1,
(e e T oy el
2
1
u(t) = E{e P coswt + (8 — ;u—g)e_ﬁt; sinwt }
2% — W

= Ee P"[coswt + sinwt], t>0.

28w

4.2. Linjira system

Ofta star vi infor en problemstéllning av foljande allmédnna typ: Nagonstans finns en kidnd

spanning eller strom palagd, och vi dr intresserade av den resulterande spanningen eller
strommen nagon annanstans i nétet.

r--—-—-——=-=--- b |
| 1
—-————'/V\/\/‘ . o
i : +
' | + —] —o +
+ Q l |
u(t) : . v (t) u(t) v(t)
- -1 )
9 | I - o o -
‘ |
|
( | -
|
i +—o
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Nétet kan uppfattas som en ”svart lada” med en ingang och en utgang (se fig.). Tidsfunk-
tionerna u(t) och v(t) kallas for insignal resp. utsignal. Utsignalen &r nagon sorts funktion
av insignalen, och vi askadliggor det pa foljande sétt:

Detta betraktelsesiatt ar ytterst generellt; i det allménna fallet symboliserar den svarta
ladan nagot slags system, som 6verfor insignaler i utsignaler. Om vi, som ovan, har ett
nit bestaende av linjdra, tidsinvarianta komponenter utan oberoende killor, blir ocksa
systemet linjért och tidsinvariant. Det blir ocksa kausalt beroende pa lagen om orsak och
verkan. Vi skall strax ge precisa definitioner av dessa begrepp och dérefter nagot ndrmare
studera allménna, linjéra, tidsinvarianta system.

Definition. Ett linjdrt system S &r en linjér avbildning fran ett linjért rum av insignaler
till ett linjért rum av utsignaler. Linjariteten innebér att

S[C1$U1 -+ 02132] = clS[xl] + CQS[QIQ].

Vi antar ocksa nagon form av kontinuitet sa att detta kan utstrickas till oédndliga summor
och integraler:

S[Z Cnlly) = chs[xn],
S[/ z(a, t) da] :/ Slz(a,t)] do.

Lat y(t) = S[z(t)]. Det linjéra systemet S ar tidsinvariant om
Szt —=T)] =yt —-T) foralla T eR.
Definition. Systemets utsignal svarande mot insignalen §(¢) kallas for systemets impuls-
svar.
Sats 4.1. For ett linjart, tidsinvariant system S gdller sambandet
Slx] = h*x,

ddr h dr systemets impulssvar.
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Bevis. Vi kan skriva -
x(t) = / x(7)o(t — 1) dr.
Vi har S[(t)] = h(t), och av tidsinvariansen foljer att S[§(t — 7)] = h(t — 7) for alla 7.

Linjariteten ger sa

Sl(t)] = /oo £(r)S[6(t — 7)) dr = /oo £(r)h(t — 1) dr =
—@en® = (e, 5
Sats 4.2. Om S dr lingart och tidsinvariant gdller att
Sl ] = h{w)e
for varje w € R, ddr

h(w) = /_ h h(t)e ™ dt

oo

ar Fouriertransformen av h.

Bevis. Enligt Sats 4.1 ar

Sle™'] = /OO h(T)ei‘“(t_T)dT = ¢t /OO h(7)e ™7dr
= izzj)em. h g
Om h(t) &r reell giller for w > 0 att
Slcoswt]| = /00 h(7)cosw(t — 7)dr = Re /00 h(r)e“ = dr

— Re [h(w)e™!].
Detta ar grunden for jw-metoden i elektrotekniken.

Genom Fourieruppdelning kan insignalen xz(t) framstéllas som en 6verlagring av svéing-
ningar ¢! med varierande vinkelfrekvens w:

o) = = /ooy?:(w)ei‘“tdw.

:% N

Analogt for utsignalen:

1 [~ .

o) =5 [ i)
2 J_ o

Genom Fouriertransformation av sambandet y = hsxz fas §(w) = h(w)i(w). Detta visar hur

systemet verkar som ett filter, och vi kan direkt avlédsa hur de olika frekvenskomponenterna

i uppdelningen paverkas.
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Definition. Det linjira systemet S kallas kausalt om utsignalens vérde vid tiden ¢ bara
beror pa insignalens virden vid tiden < t.

Sats 4.3. Antag S linjdart och tidsinvariant med impulssvar h. Da gdller att S dr kausalt
om och endast om h(t) =0 fort < 0.

Bevis. Antag S kausalt. Tillimpa definitionen av kausalitet pa insignalen (¢). Eftersom
d(t) och insignalen 0 for alla ¢ dr lika for ¢t < 0 foljer att h(t) = 0 for ¢ < 0. Antag omvént
att h(t) = 0 for ¢ < 0. Enligt Sats 4.1 &r da sambandet mellan insignal och utsignal

y() = (b 2)(t) = /_ h(t — ) (r)dr,

vilket visar att y vid tider ¢ bara beror pa x(7) for tider 7 < ¢. O

Exempel 4.1. Ett idealt lagpassfilter filtrerar bort alla komponenter med vinkelfrekvens
over en viss gransvinkelfrekvens €2, dvs vi har

(W) = 1 for |w| <Q,
1 0 for |w| > Q.

>

Impulssvaret ar

I IR in Q)
h(t) / h(w)e™'dw = —/ ety = 0 t.
T J-

" or o 2 7t

Eftersom h(t) inte ar 0 for alla ¢ < 0, ar inte systemet kausalt. Ett idealt lagpassfilter kan
alltsa inte realiseras fysikaliskt, men begreppet dr dnda anvindbart som en matematisk
idealisering.

Exempel 4.2. Det ideala lagpassfiltret i Exempel 4.1 &r inte kausalt, men kanske situa-
tionen férbittras om vi kriiver mindre av h(w). Antag att vi bara kréver att h(w) = 0 for
lw| > Q, h absolutintegrerbar men ej identiskt noll. Vi kan Fourierframstélla h(t) som

h(t) ! / h(w)e™tdw.

:% L

Hér kan vi lata ¢ vara en komplex variabel, och A(t) blir da analytisk i hela t-planet. Om
h(t) = 0 pa negativa realaxeln, ger entydighetssatsen for analytiska funktioner att h(t) =0
for all t. Da ar

hw) = / h h(t)e ™!dt = 0,

—00

i strid med forutsattningen. Alltsa ar inte heller detta system kausalt.
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Kausala, tidsinvarianta system kan ofta analyseras med hjélp av Laplacetransform. Om
nédmligen x(t) =0 for t < 0, ar

y(t) = /Oth(f)x@—f)ch for t>0,

och faltningssatsen for Laplacetransformer ger da sambandet

mellan Laplacetransformerna.

Definition. Laplacetransformen H(s) av impulssvaret for ett kausalt linjért och tidsin-
variant system kallas for systemets dverforingsfunktion.

Problem 5.

R L
AN — Y —

+

ie)
u(t) s R v(t)

5 R

Bestam overforingsfunktionen och impulssvaret for det linjiara systemet v ~ v, om R =
1, L =1, C'=1. Bestdm svaret pa insignalen coswt.

Losning. Vi véljer insignalen u(t) = 6(¢) och Laplacetransformerar nétet.

1 11 Hs
S

f . -

-+
H
b
TN
»
9]
+

{ 1 (1(3) + Bls)) + 1(s) = 1,
11(s) = (s + 1)Ix(s),
Vi far

varav I(s) = m

1

H(s)=1-1I(s) = m,

h(t) = e 'sint - 0(t).
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Svaret pa coswt &r enligt ovan Re [h(w)e™!]. BEftersom h(t) ér absolutintegrerbar, och
h(t) =0 for t <0 (kausalt system), fas Fouriertransformen ur Laplacetransformen genom
h(w) = H (iw). Alltsa géller att

coswt ~ Re e Re (coswt +isinwt)(2 — w?) — 2iw

(14+iw)?+1 (2 — w?)? 4 4w?
(2 — w?) coswt + 2w sin wt
wt+4

Definition. Ett linjdrt, tidsinvariant system med impulssvar h(t) kallas stabilt om
S22 h(t)|dt < oo

Den fysikaliska betydelsen av stabilitet &ar att begrédnsade insignaler ger upphov till be-
gransade utsignaler. Detta framgar av foljande sats.

Sats 4.4. FEtt linjart, tidsinvariant system S dr stabilt om och endast om det finns en
konstant K sa att

lz(t)| < M foralla t=|S[z|(t)]| < KM for alla t. (4.1)

Bevis. 1. Antag S stabilt. Antag |z(t)| < M for alla ¢t. Da &r

) =| [ wmate—ryar] < [ piolate - m)far <

<M/ T)| dr,

dvs. vi har egenskapen (4.1) med K = [~ _|h(7)| dr < .
2. Antag egenskapen (4.1) ar uppfylld. Vailj 1n31gnalen

h(—t) s h(—
o(t) = 4 o da h(—t) #0,
0, da h(—t)=0.
Da ar |z(t)] < 1 for alla t, och enligt (4.1) &r |S[z]|(t)] < K -1 for alla ¢. Speciellt &ar

1S[x](0)] < K. Men

S[2)(0) = /_Oo h(r)e(—7) dr — /_OO ()| dr.

o0 [e.9]

Alltsa ar [7|h(7)]dr < K < o0, dvs. S ér stabilt. O

I tlllampnmgarna moter man ofta system med rationell 6verféringsfunktion. For sadana
system har vi foljande stabilitetssats.

Sats 4.5. FEtt kausalt linjdrt och tidsinvariant system med rationell dverforingsfunktion

H(s) = ggi; dr stabilt om och endast om grad QQ < grad P och alla poler till H(s) ligger i

halvplanet Re s < 0.
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Bevis. Eftersom systemet &r kausalt, dr h(t) = 0 for ¢t < 0, och systemet dr stabilt om
och endast om foof |h(t)| dt < co. Vi har H(s) = foof h(t)e~*tdt.

1. Antag systemet stabilt. Da &r for Re s > 0

H(s)| < /Ooo Ih(t)| dt < oo,

dvs. H(s) ar begrénsad i Re s > 0. Da maste grad @ < grad P (ty om grad ) > grad P
giller att H(s) — oo da s — 00), och alla poler maste ligga i Re s < 0 (ty H(s) — oo da
s — en pol).

2. Antag att grad @@ < grad P och att alla poler till H(s) ligger i Re s < 0. Vi kan da skriva
H(s) = A+ Hy(s), dar A ar en konstant och diar Hy(s) — 0 da s — oo. Det finns ett tal
o > 0 sa att alla poler till H(s) (och darmed till H;(s)) uppfyller Re s < —o. Enligt Sats
3.2 &r Hy(s) Laplacetransformen av en funktion hi(t) sadan att |hy(t)] < Me= 7" for t > 0
och en viss konstant M (se (3.7)). Da dr H(s) Laplacetransformen av h(t) = Ad(t) + hy(t),
och vi har

/ |h(t)| dt < |A| +/ |hi ()| dt < |A] + Me 'dt =
o

0-

M
= |A| + — < 0.
o

Alltsa ar systemet stabilt. O

Anmirkning. Satsen kan ocksa bevisas genom att H(s) partialbraksuppdelas.

For ett kausalt system med rationell 6verforingsfunktion H(s) = Q(s)/P(s) avgors stabi-
liteten av lokaliseringen av nollstéllena till P. Antalet nollstéllen i t ex hogra halvplanet
kan avgoras med hjélp av argumentprincipen.

Exempel 4.3. Hur manga nollstéllen har P(s) = s° — s* +2s® + 1 for Re s > 07
Losning. Pa imagindraxeln ar s = iw, och
P(iw) =1 — w* +i(w® — 20°) # 0.

Lat R vara sa stort att alla nollstéllen i Re s > 0 upfyller |s| < R, och lat s ga runt
konturen i figuren.
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Lat N vara antalet nollstéllen i hogra halvplanet. Enligt argumentprincipen &r

1 1 1
N = %ACR_IR arg P(S) — %ACR arg P(‘S) - %AIR arg P(S)

Nu ar
1 2 1
_ 5
AcRargP(s)—AcRargs(1—;+S—2+E)—
=A P+ A 1—1+—2 1y
Cp arg s op arg( B 824_55)*

1 2 1
:57T+A0Rarg(1—;+?—l—;)

Eftersom kurvan z = 1 — % + 8% + S%, s € C'g, krymper mot punkten 1, da R — oo, sa &r
lim A, arg P(s) = 5.
R—o0

Om I far beteckna den positivt orienterade imagindraxeln, ar alltsa

5 1
N = 5 %AI arg P(s).

Skissera kurvan z = z+iy = P(iw), och studera argumentvariationen da w véxer fran —oo
till +00. Vi har
r=1-—w
{ y = w3 (w?—2).

Det ar viktigast att se pa y:s nollstdllen och tecknet pa y mellan nollstillena samt pa vad
som hénder da w — 4o00. Vi ser att y = 0 da w = 0 och w = ++/2, vilket ger = 1 resp.
x = —3. Kurvan z = P(iw) i stora drag:

v
x

W>—

Eftersom ¢ — —o0o0 da w — +o00, och £ — +o00 da w — —o0, ser vi fran figuren att
arg P(iw) avtar fran 37”, sdg, till —37”, dvs. Ayarg P(s) = —3m. Alltsa ar

1
N=—-——(— =4.
27r( 3m)

DO Ot
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Som en variant kan man rita kurvan z = P(s), da s genomloper hela den slutna, positivt
orienterade, kurvan I'r = Cg — Ig for ett fixt (men tillrackligt stort) R. Da far man en
bild av ungefar foljande utseende:

/r‘V

S

v

Man ser att kurvan gar fyra varv runt origo, dvs. Ar,, arg P(s) = 8, och N = 4. Observera
att imagindraxeln nu genomlops med avtagande w i stéllet for vixande som ovan.

Inom reglertekniken sysslar man mycket med aterkopplade system. Lat oss ge ett enkelt ex-
empel. Betrakta en kropp med massan som dr férbunden med en fjader med fjaderkonstant
k enligt figur. Om kroppen paverkas av en yttre kraft u, blir rorelseekvationen

jroﬁ%m.i

ma” + kx = u, dir = betecknar avvikelsen fran jamviktslaget. Antag att u(t) och x(t) &r 0

for t < 0. Overforingsfunktionen for det linjira systemet u ~ x blir ms% el

U(s); 1 X(s)

msz+k

For att dampa rorelsen kan man inféra en aterkoppling i form av en viskés dampning ax’.

j ox
74
P ——e— v
¢ L,
X

Rorelseekvationen blir nu ma” 4+ kx = u— ax’, eller i blockdiagramform efter Laplacetrans-
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formering;:

U(s) + 1 X(s)

ms +k

os €

Rent allmént beskrivs ett system med aterkoppling av féljande blockschema:

X(s) + Z(s) Y(s)
F(s)

G(s) Ik

Overforingsfunktionen for systemet o ~ y fas genom att eliminera Z(s) ur ekvationerna

vilket ger

sa att overforingsfunktionen &ar

Under lampliga forutsiattningar pa F' och G avgors stabiliteten av lokaliseringen av nollstél-
lena till F'(s)G(s) + 1.

Exempel 4.4. For vilka reella virden pa K # 0 saknar ekvationen

K
(s+1)2(3s—1)

+1=0
rotter i halvplanet Res > 07

Losning. Den givna ekvationen kan skrivas Hy(s) + 1/K = 0, dér

1

Hols) = s =1y
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Lat s ga runt samma halvcirkel Cr — I som i féregaende exempel. Funktionen Hy(s)+1/K
har en pol (s = 1/3) i hogra halvplanet. Enligt argumentprincipen géller att funktionen
saknar nollstéllen 1 Res > 0 om och endast om
1
%ACR*IR arg(HO(S) + 1/K) = O —1= _17
dvs. . )
%ACR arg(Ho(s) + 1/K) — %AIR arg(Ho(s) + 1/K) = —1

for alla tillrdckligt stora R. Eftersom kurvan z = Hy(s) + 1/K, s € Cg, krymper mot
punkten 1/K da R — oo, géller att

Acy arg(Ho(s) +1/K) -0 da R — oo.

Villkoret blir alltsa )
%AI arg(Ho(s) + 1/K) = 1.

I ord uttryckt innebér detta att kurvan z = Hy(iw)+1/K, —0o < w < oo, skall ga ett varv
runt origo. Sammanfattningsvis géller alltsa att Hy(s) + 1/K saknar nollstéllen i Res > 0
om och endast om kurvan z = Hy(iw), —00 < w < 00, gar ett varv i positiv led runt (men
inte igenom) punkten —1/K. Lat oss studera denna kurva. Vi har
, , 1 1 —iw)?(—1 — 3iw
d=otiy=Hlw) = q o e g ~ ((1 i wz)g(l i 9w2)) -
—1 — 5w? +iw(3w? — 1)
(1+w?)2(1+9w?)

dvs.
1+ 5w?

(14 w?)?(1 +9w?)’
w(3w? — 1)
(1+ w?)2(1 +9w?)

Viser att x < 0 for alla w; y =0da w =0 ochw = il/\/g, och motsvarande x-virden ar
r = —1resp. ¢z = —%. Studera y:s tecken mellan nollstéllena, och notera att bade x och
y gar mot 0 da w — 4o00. Dessa observationer riacker for att kurvan skall kunna skisseras.
Man far foljande ungeférliga utseende:

r=—

v

-1\\’/‘M X

Man ser att de punkter —1/K pa realaxeln som omringas +1 varv av kurvan uppfyller
-1< -1/K < —%. Alltsa saknar den givna ekvationen rotter i Res > 0 om och endast
oml< K <3
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Anmirkning. Bilden av imaginédraxeln under avbildningen Hy(s) brukar kallas Nyquist-
diagrammet.

Ovningsexempel

Berékna v(t), da L = 1,
Clzé,CQZS,R:%.

[
=i l
%_)OC
o —t—
s
(@]
N
<
~
T
~

2)
+
E
— R u(t)

Stationdrt tillstand rader for ¢ < 0. Vid ¢ = 0 kopplas anslutningen om fran A till

B. Berékna u(t) for alla t. Ar resultatet forenligt med att spanningen éver Cy bor

andras kontinuerligt? Forklara!
3)

Bestam impulssvaret for
systemet u ™ v. Ar systemet stabilt?

4) Lat F(s) = P(s)/Q(s), dar P och @ &r polynom med grad P < grad (). Antag att
@ endast har enkla nollstillen ay, ..., a,,. Visa att F'(s) ar Laplacetransformen av

. p
f(t) = Z Q'((C(LLZ)) e™'.  (Heavisides expansionssats)
k=1
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5) Anvind argumentprincipen for att bestamma antalet nollstéllen med positiv realdel
till foljande polynom.

a) P(s) =s*+ 55+ 2s+ 10.
b) P(s) =2s° 4 s* 4+ 6s* + 35 + s+ 1.

6) Avgor for vart och ett av foljande fall for vilka reella viarden pa K som ekvationen
saknar rotter i Re s > 0. Skissera ett lampligt Nyquistdiagram.

K
+1=0,1T, 15 >0,
%) s+ 1)(Tys + 1) b2
K(s+2)
by —— 2 4o,
N Py T—
2 41=0
) ey 70
K(s+1)

+1=0.

) s2(s+4)(s+5)

1) v(t) = £[2e7" + e #(Tcost — 24 sint)]
2) u(t) = CfTCéQe_R(clt+02)9<t)

3) h(t) = (e 70 — BeT)4(t). Stabilt,

6)a) K>—-1 b)K=0,K>2 c¢)-1<K<8 d)0<K <99
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5. Samplingsteoremet

En version av samplingsteoremet finns bevisad i Folland, sid. 230. Har ges ett annat bevis
som utnyttjar o-funktioner och Fourierserieutveckling av ett impulstag.

Om en tidskontinuerlig funktion f(¢) samplas (kdnns av) vid tidpunkterna ¢t = nT" erhalls
en tidsdiskret signal {f(nT)}22 __ . Denna kan representeras pa tidskontinuerlig form som
det viktade impulstaget > > f(nT)0(t —nT). Vi har (om f(t) &r kontinuerlig)

> f(T)s(t —nT) = > f()6(t —nT) Z 5(t —nT) = f(t)sp(t).

n=—oo n—=—oo n—=——oo
Bandbegransade signaler kan rekonstrueras ur sina sampelvirden som féljande sats visar.

Sats 5.1 (Samplingsteoremet). Antag att f(t) dar kontinuerlig med Fouriertmnsform
f(w) =0 for |w| > « (bandbegmnsad signal). Om signalen samplas med frekvensen 7>
(vinkelfrekvens Q = 2“ > 2a), sa kan f(t) atervinnas ur den samplade signalen genom en
lagpassfiltrering med avhuggnmgsvmkelfrekvens a (LP,-filtrering) och multiplikation med
T.

Bevis. Impulstaget sp(t) har Fourierserieutvecklingen

0 T
, . 1 2 . 1
_ it s _ 71th P —inQt g
= E cpe™®,  dér = /T dt T/_ d(t)e dt T

n=—oo 2

Sl

Den samplade signalen &r f(t)sp(t), och genom Fouriertransformering erhalles

OO SET LR Sl ()

n=—oo n——oo

LP,-filtrering innebér pa transformsidan multiplikation med

- 1, da |w|<a
ha(w) = { 0, da |w|>a.

Efter sampling, LP,-filtrering och multiplikation med 7T fas
TLP.(f(t)sr(t) D ha(w) Y flw —nQ).

Av termerna i summan ar det bara den for n = 0 som &r # 0 i frekvensbandet |w| < a (se
fig.).
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Ho+Q) f(®) Flw-9)
fj\ /\ } } ®
—fUZ -0 a Q2 Q
Darfor &r
Z f(w — nf) f( ))
och
TLP.(f(t)sr(t) = f(t)
U

Ovningsexempel.

1) Antag samma forutséittningar som i samplingsteoremet. Visa att

T sin(a(t —nT))
Z A

n=—oo

2) Signalen f(t) har Fouriertransformen f(w) = 0(w + o) — O(w — @), dir o > 0 &r en
given gréansvinkelfrekvens. Signalen samplas med vinkelfrekvensen €2 > «a;, dvs. man
bildar

[y =T > f(nT)é(t —nT),

n=—oo

dar QT = 27. Denna lagpassfiltreras sedan med avhuggningsvinkelfrekvens o (idealt
lagpassfilter). Lat g(t) vara resultatet av sampling och filtrering. Berékna

/ 1A — gl

—00

Svar.

2. 00om Q> 20; 2(2a — Q) om o < Q < 20



