1. LOSNINGAR MVE025/MVE295, 2014-10-30

1. Vi beriknar forst antalet 16sningar, dvs nollstillen till p(z) = 52* —23+2—1/17, i miingden
dir |z| < 1. Vilj f(z) = 5z och g(2) = —23 + 2 — 1/17. Nir |z| = 1 giller
() =5
och
9(2)| < |2°|+ 2| + 1/17T =2+ 1/17.
Alltsa dr | f| > |g|, sa Rouches sats ger att p = f + g och f har lika manga nollstillen i mdngden
dir |z| < 1. Eftersom f har fyra nollstéllen har p det ocksa.

Direfter beriknar vi antalet nollstillen till p i midngden dér |z| < 1/2. Nu viljer vi f(z) = z
och g(z) = 5z* — 2% — 1/17. Nir |z| = 1/2 géller

[f(2)| =1/2

och

l9(2)| = |52* — 2* — 1/17) < 5/16 +1/8 + 1/17 < 1/2.
Alltsa ér | f| > |g|, sa Rouches sats ger att p = f + g och f har lika manga nollstillen i méngden
dir |z|] < 1/2. Eftersom f har 1 nollstille dir har p det ocksa. Slutligen har alltsa p 4-1=3
stycken nollstillen i ringen dér 1/2 < |z| < 1.

2. Lat
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integralen vi vill beréikna dr imaginirdelen av /. Lat

R elx
Ip = ——d
f / r T2+ 2ax+0b v
for R stort; [ = limg .o Ig. Lat ' = [—R, R] U Cg vara halvcirkeln med radie R och bas
intervallet fran — R till R. Betrakta

f(2)dz,

dir ,
6742
f(z2) = 224+ 2az+0b

f:s singulira punkter dr 10sningarna till ekvationen 22 + 2az + b = 0 dvs

z=—a+vVa2—-b=—a+iVvVb—a?
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Den enda singuléra punkten innanfor 'y &dr zo = —a + iy/b — a?. Residysatsen ger att

s = riRes () = 5 2 T T
z)dz = 2miRes, = =
I'n ’ 220+ 2a Vb —a?
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Alltsd giller att limp o [, ¢, = 0, och det foljer att
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Alltsa dr imagindrdelen av [ lika med
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och det dr 16sningen av uppgiften.

3. Omradet begrinsas av kurvan |z — 1| = 1 och Re-axeln, som har skérningspunkterna 0 och
2. Vi soker forst en Mobiusavbildning som avbildar O pa oo och 2 pa 0, tex

flz) =222

f avbildar Re-axeln pa sig sjdlv, och cirkeln |z — 1| = 1 pa en linje genom origo som skir

Re-axeln i rit vinkel, dvs Im-axeln. Omradet avbildas alltsa pa ett omrade som begrinsas av

dessa linjer, dvs en av kvadranterna. Eftersom 7 ligger i omradet och 7 avbildas pa 1 4+ 2i maste

bildomradet vara den forsta kvadranten. Det foljer att 2 avbildar véart omréde p& dvre halvplanet,
4.a

sa losningen &r
2
z—2
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Laplacetransformering ger

(s — 55+ 6)i(s) — ' (0) — (s + 5)u(0) = 1/(s — 1),
ochs? =55+ 6= (s —2)(s —3), sd
i(s) = 1 n 1
G o(5-3)  5-1)(E-2(s—3)
Med partialbraksupdelning far vi sedan
Y223
s—=1) (s—=2) (s—3)




Inverstransformering ger sedan att
u(t) = (1/2)e" —2e* + (3/2)e™.
b. Pa liknande sitt far vi att

5. a.
f(2)

T 1—cosz
Serieutvecklingen av cos ger att
1 —cosz=22/20 — 2*/4l + ... = 2%¢g(2),

dir g 4r holomorf, g(0) = 1/2! # 0 and ¢'(0) = 0. Ndmnaren har dirfor ett nollstille av ordning
2, s& f har en pol av ordning 2 (eftersom e° # 0).
b. Om vi later h(z) = €7 /g(z) sd dr f = h(z)/z%. Residyn &r da Res= 1/(0). Kvotregeln ger

att
1'(0) = (g(0) — €°¢'(0))/9*(0) = 2,
sa residyn 4r 2.
c. Residysatsen ger att

f(2)dz = 2miReso(f) = 4mi,
|z|=1
eftersom O dr den enda singulidra punkten innanfor kurvan.

8. Tag R > 0 sa stort att alla p:s nollstéllen har belopp mindre dn R. Residysatsen ger att

f! , f!
/|z:R 7 zdz = 2mi ZResijZ.

Eftersom f(z) = II(z — z;) (dér varje z; upprepas m; ganger om multipliciteten &r m;) har vi att

Ff=1/(=2)

/
Reszj% = 2j.
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