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1. Los med hjélp av Laplacetransform begynnelsevirdesproblemet
u”(t) + 3u/(t) + 2u(t) = sint, t>0,
med begynnelsevillkor «(0) = 1 och u/(0) = 0. (7p)
Losning:
Vi tar Laplacetransformen pa bada sidor och far efter partialbraksuppdelning
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vilket leder till 16sningen

) 6 1 3
u(t) = ie_t - 56_% + 0 sint — 1o €0 t.

2. Bestim antalet nollstillen till polynomet p(z) := 2° — 32% 4+ 32 — 1 i omradena:

a) D(0,2) := {2 : |2 < 2}, 3p)
b) det vinstra halvplanet {z : Re z < 0}. (4p)
Losning:

a) Skriv p = f + g dir f(z) := —32% och g(z) := 2° + 32 — 1. Vihar di att | f| = 48 pa D(0, 2)
medan mha triangelolikheten |g| < |25| + 3|z| + 1 < 39 p& 9D(0,2). Alltsa har vi |f| > |g| pa
0D(0,2) sa enligt Rouches sats har dirfor p lika ménga nollstéllen som f i D(0,2), dvs 4 st.

b) Vi anvinder argumentprincipen. Lat v,(¢) := Re®, t € [7/2,37/2] och v4(t) = it, t €
[—R, R], och o := v}, U~%. Vi har att fér R >> 0
arg(p(Re")) ~ (Re)® = 5t
sa
arguar.,, (p(2)) =~ 5.
Vi har att
p(it) = =3t* — 1 +i(t> + 3t)
dvs realdelen av p(z) #r strikt negativ lings 44%. Da for R >> 0
arg(p(—iR)) ~ 37/2
medan
arg(p(iR)) ~ m/2
ses enklast med figur att
argvar.z (p(2)) ~ —.

Den totala argumentvariationen lings o blir déirfor 47, vilket enligt argumentprincipen betyder
att p har 2 nollstillen i det inre av 0. Later vi R — oo far vi att p har tva nollstéllen i vénstra
halvplanet.



3. Anvind residykalkyl for att beridkna integralen

b cos 2
T oo T dx
o T*4+2x°+1

(7p)
Losning:
Lat I beteckna den sokta integralen medan
I/ = /OO %dl‘
oo TF 227 41
Da funktionen dr jamn ser vi att I’ = 27, Lat
2iz
e
J(z) = 244222417
Vi har da att
I' = lim Ref(z)dz = Re( lim f(2)dz).
R—oo JI_R R R—o0 JI_R/R)
Lat yg(t) := Re®, t € [0,7] och o := [~R, R] U~g. Vi ser att |¢*#| < e? pa 6vre halvplanet.

Omvinda triangelolikheten ger att
|24 4222 1] > |21 = 2122 — 1 > |2Y/2

for tillrickligt stora |z, vilket betyder att | f(z)| < 2¢2/R* for stora R. Tillsammans med trian-
gelolikheten for integraler leder detta till att

| f(z)dz] < 2627T/R3

TR
och darfor
lim / f(z)dz = 0.
R—o0 YR
Alltsa har vi

Vi noterar ocksa att

_g(2)

f(Z) - (Z _ i)g
dar .
tez

9(z) = m

ar holomorf i 6vre halvplanet. Dvs f har endast en singularitet i 6vre halvplanet, i punkten ¢, och
enligt sats ir

Resif = ¢'(i).
En enkel riikning visar att ¢'(i) = —3e~2i/4. Vi far enligt residysatsen att for R > 1,

3 -2
/ f(2)dz = 27miRes; f = c T
or 2
Detta betyder att
I 3e 21
2
och sa tillslut 72
[=1/2= e °m



4. Lat K vara kvadraten med horn i punkterna {2 — ¢, —2 — 4,4, —3¢}. Bestdm bilden av K under

avbildningen
1

iz—1"

f(z) =

(7p)
Losning:
Vi ser forst att hornen i kvadraten K avbildas pa punkterna {—i/2,i/2, —1/2,1/2}. Vi observerar
ocksa att oo avbildas pa 0. Det betyder att linjen genom punkterna i och 2 — ¢ sdg avbildas pa en
linje eller cirkel som gar genom punkterna —1/2, —i/2 och 0. Detta blir en cirkel med centrum i
punkten 1/4(1+1) och med radie 1/2+/2. P4 samma siitt far vi att de andra linjerna som begriinsar
K avbildas pa cirklarna med radie 1/21/2 med centrum i punkterna 1/4(+1+i). Punkten —i ligger
i K och avbildas pa oo vilket sdger oss att bilden av K begrinsas av cirklarna samt innehaller oo

vilket blir C minus de fyra slutna cirkelskivorna med centrum i punkterna 1/4(+1 + 4) och med
radie 1/2+/2 (syns bist i figur).

5. Lat

a) Bestdm ordningen av f:s poli 0. (1p)

b) Bestim de fyra forsta nollskilda termerna i f:s Laurentserie giltig i omradet {z : 0 < |z| <
27} (5p)

c) Bestdm integralen
/ f(z)dz.
|z|=1

(Ip)
Losning:

Vi anvinder Taylorutvecklingen av cos z i 0: cos z = 1 — 22/2 + 2%/24 + O(2%) vilket leder till
att

1 2 22
L ta+ i oGt
cosz — 1 22( Tt ()
och vidare
e ? 2 9 3 4 22 A 1 .1 71 1
(- 223 /64+0(2)) (14 =+0(2%) = 2 —2—+ -~ —=+0(2).
z(cos(z) — 1) 23( 2+ [2=2/6+0() ot (=) B 2t at (2)

Fran detta ser vi att polen var av ordning 3 samt att Resof = 7/6. Enligt Residysatsen blir dérfor

T
/|Z:1 f(z)dz = 37

6. Formulera och bevisa Liouvilles sats. (5p)
Losning:
Se boken.

7. Visa att om en komplex funktion f(z) := u(z) + iv(z) har kontinuerliga partiella derivator och
dessa uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer sa dr funktionen holomorf. (5p)

Losning:
Se boken

8. Lat f och g vara hela funktioner (dvs holomorfa i hela C) sadana att | f| = |g| pa C(0,1) := {z :
|z| =1} samt | f| < |g| < 2|f| pa D(0, 2). Visa att det finns ett tal a € C sadant att f = ag. (5p)

Losning:



Antag forst att g dr identiskt lika med noll. Da foljer att f dr identiskt lika med noll pa D(0, 2).
D4 det finns ackumulationspunkter i D(0, 2) féljer det frAén identitetsprincipen att f ir identiskt
lika med 0 i hela C, dvs f = ag for godtyckligt a.

Vi kan nu anta att g ej identiskt lika med 0, sa enligt klassifikation av nollstillen har g endast isol-
erade nollstillen. LAt zy vara ett av gs nollstAd’llen i D(0,2). D4 har f/g en isolerad singularitet
1 zg och enligt antagandet har vi

<1

‘ /
g

i en omgivning till zo. Enligt sats dr da zo en hidvbar singularitet till f/g, sd f/g kan utvidgas till
en holomorf funktion i D(0, 2). Enligt antagande att

2<|t)<n
9

i D(0,2) med

-
9

pa C'(0, 1). Maximummodulusprincipen sdger att om maximum av absolutbeloppet av en holomorf
funktion antas i en inre punkt (sésom 1 € C(0, 1)) sa &r funktionen konstant, dvs f/g ér konstant
i D(0,2). Da D(0,2) har en ackululationspunkt siger Identitetsprincipen att f/g maste vara
konstant i hela C, det vill sdga f = ag for nagot tal a € C.

Lycka till!
David



