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1. a) Anvind residykalkyl for att berdkna Fouriertransformen av funktionen

1
2+ 7
(5p)
b) Anvind resultatet i a) for att bestimma Fouriertransformen av funktionen
CoS T
2+ 7
(2p)
Losning: a) Lat
1
flx) = 217
da har vi enligt definition att
. [ee) e—ita:
f(t) = / i
oo T2 4T
Vi sitter ,
—itz
9(z) = 2247
Vi vet da att
f(t) = lim g(z)dz.
R=o0 JI-R.R]
Vi antar forst att ¢t < 0. Lat yg(s) := Re',s € [0, 7] samt o := [~ R, R] U g som d ir en
sluten kurva. Vi har att
/ J - —itz ‘ ‘ - TR 0
z| < max —_—
I e e L

dad R — oo. Hir anviinde vi forst triangelolikheten for integraler, sedan att |e=%%| = e?¥ < 1
pé& yg samt att |22 + 7| > |2|? — 7 = R? — 7 pa ~yr tack vare den omvinda triangelolikheten.
Detta implicerar att

A~

f(t) = lim gdz.

R—o0 oR



Vi noterar nu att 22 + 7 = (2 + i\/7)(z — i\/7) s& g(z) ér holomorf i C férutom isolerade
singulariteter i +i+/7, dér bara i1/7 ligger i det inre av o R, R > \/R. Enligt rikneregler for
residyer har vi att

efztz e\ﬁt
Res; =9 = () =5 5
7 2+ VT i 20VT
Residysatsen sdger nu att

TeVTt
dz = 2miRes, = ,
/O-R g ’L\ﬁg \/?

sa sammantaget far vi att for ¢ < 0 dr

. VTt
J(t) ="
VT
Eftersom f #r reellvird giller rikneregeln
f(t) = f(=t)
sa vi far att for ¢ > 0 dr
iy ="
7
Sammantaget far vi darfor att
N . We_\ﬁm
VT
b) Lat h(z) := f(x) cos z. Eftersom
e’Ll‘ + e*’LI
cosT =
2

far vi att

/ f —ztxdx _ / f x)e—z (t—1) xdl’ 4= / f —z(t+1 xd:ﬁ _

1. T 7 _
FE—1)+-ft+1 s e )
)+ i+ = e )
. Lat -
e
f(z) T 1 _ ez
och A:={z:Re(z) < 0,—7 < Im(z) < 7}. Bestdm bilden f(A).
(Tips: anvind att f(z) = M (e?) dér M (z) := 112.) (7p)

Losning: Vi noterar att |e*| = e” samt att Arg(z) = y + 2wk déir k € Z dr valt sadant att
Arg(z) € (—m,m|. Det foljer att bilden av A under avbildningen e* blir

B:={2:0<|z|<1,—7 < Arg(z) <7} = D(0,1) \ (—1,0].



Vi har att f(A) = M(B) dir M (z) := £ #r en Mobiusavbildning. Vi noterar att M (—1) =
0, M(0) =1, M (1) = oco. Enligt sats avbildar Mobiusavbildningar linjer och cirklar pa linjer
och cirklar. Vi far dérfor att M (RU{oo}) = RU{oco}. M((—1,0]) maste davara en del av den
reella axeln som forbinder punkerna 0 och 1. M ((—1, 0]) innehaller inte 0Ad’ ndlighetspunkten,

sa vi far att M ((—1,0]) = (0, 1].

Dessutom avbildas enhetscirkeln pa en cirkel eller linje som gir genom 0 och oo, dvs en
linje genom origo. Eftersom enhetscirkel skér den reella axeln i rét vinkel i punkten —1 och
Mébiusavbildningar enligt sats dr konforma maste M (C(0,1)) skira den reella axeln i rit
vinkel i origo, vilket implicerar att M (C(0,1)) = iR U {co}. Da M(0) = 1 foljer det att
M(D(0,1)) = {z: Re(z) > 0}. Eftersom M #r en bijektion fér vi slutligen att

F(A) = M(B) = M(D(0,1)) \ M((~1,0)) = {= : Re(z) > 0} \ (0, 1]

. a) Anvind Laplacetransformen for att ge en 16sningsformel for begynnelsevirdesproblemet:

u(t) + 20/ (t) + 2u(t) = f(t), t>0, u(0) = 1, u'(0) =0,

dir f 4r en given funktion sidan att | f(¢)| < AeBt for nagra A, B € R. (5p)
b) Bestim losningen u explicit (dvs inga integraler i uttrycket) nér f ges av f(t) = 1 for
0 <t <27 medan f(t) = 0 fort > 27. (2p)

Losning: a) Laplacetransformen av ekvationen ger att
(> +25+2)a=f+s+2,

vilket vi skriver om som

f s+1 1

ST GELEL  GrEil r1Pal

Enligt riakneregler for LT har vi att

. S —t __stl
L(e "sint) = Gr2+1 L(e " cost) = (s+1)2+1’
samt F
—t . _ —t o3 — #
L(e "sint x f) = L(e "sint)L(f) = (s+12+1

Vifaralltsi att & = L(e ! sint* f+e tsint+e ¢ cost) och det foljer da fran inversionsformeln
att
u=-etsintx f+e 'sint+ e 'cost.

b) Per definition ir faltningen e~ 'sint x f givet av:

(e tsint x f)(t) := /t e "sinrf(t—r)dr.
0

Da 0 <t < 2 far vi for var givna funktion f att

t t e~ t et 1
/ e "sinrf(t—r)dr = / e "sinrdr = |———(sinr +cosr)| = ——(sint+cost)+—,
0 0 2 o 2 2

3



dér vi anviinde att — (e /2)(sin t+cost) dr en primitiv funktion till e~ sin ¢ (hittas mha partiell
integration). D& ¢ > 27 far vi istillet att

t t —r t
/ e "sinrf(t—r)dr = / e sinrdr = |2 (sinr + cosr) =
0 t—2m 2 t—2m
27
-1
= 5 e !(sint + cost).

Sammansatt betyder detta att

u(t) = %(sint feost)+5  di 0<t<2m

medan )
Y
1
u(t) = ¢ 2+ e (sint + cost) da t > 2m.

. Bestim antalet nollstillen till polynomet p(z) = z* — 4z +1iomridet G := {z : 0 < Re(z) <
1}. (7p)
Losning: Vi hittar forst antalet nollstéllen i hogra halvplanet. Lat yg(t) := Re®,t € [~ /2, 7/2]
ochop := [iR,—iR]| U~yg. Vi ser att

p(Re) = R* <e4t— R3+R4>

sd arg(p(Re')) = 4t + 27k for stora R vilket implicerar att argvar (f(vr)) ~ 4 for stora R.
Vi har ocksa att

pliy) = y* + 1 +i(—4y).
Speciellt far vi att
p(iR) = R*+ 1 — 4R

sa arg(p(iR)) ~ 0+ 2wk; och vi ser ocksa att p(iR) ligger i nedre halvplanet. Vidare ser vi att
p(—iR) = R* + 1+ 4R

sdarg(p(—iR)) ~ 0+2mky och vi ser ocksa att p(—iR) ligger i 6vre halvplanet. Da Im(p(iy)) =
0 omm y = 0 ser vi att kurvan p([i R, —iR]) endast passerar x-axeln i punkten 1. Detta betyder
dels att p # 0 pa den imaginéra axeln, samt att kurvan p([i R, —iR]) ej kan gé runt O nir den gar
fran p(iR) till p(—iR) (visas bist med figur). Detta implicerar att argvar(p([iR, —iR])) ~ 0.
Vi fér att

1 1 . .
W(p(on)) = o-arguar(plon)) = 5 (arguar(p(yr) + arguar(p((iR, ~iR)))) ~ 2
for stora R. Men vindningstal dr heltal sa vi far att for stora R dr
W(p(or)) = 2.

Argumentprincipen siger di att p har 2 nollstAd’llen i int(or) for stora R, dvs p har 2 noll-
stéllen i det Oppna hogra halvplanet.



Nu ska vi hitta antalet nollstillen i {z : Re(z) > 1}. Lat v (¢) := Re' + 1,t € [-7/2,7/2]
och 0 := [1 +iR,1 + —iR] U . Forst noterar vi att

plz+1) =2 +42° + 627 — 2.

Detta ger att

it _ p4 4it it 2it
p(Re + 1) =R (6 + E@ + ﬁe — R4>

sd arg(p(Re® + 1)) ~ 4t + 2k for stora R vilket implicerar att argvar(f(v5)) ~ 4 for
stora R. Vi har ocksa att

p(1+iy) = y* — 6y° — 2+ i(—4y°).
Speciellt far vi att
p(1+iR) = R* —6R* — 2 4 i(—4R?)

sa arg(p(l 4+ iR)) ~ 0+ 27wk och vi ser ocksa att p(1 + ¢ R) ligger i nedre halvplanet. Vidare
ser vi att
p(1 —iR) = R* —6R* — 2 + i4R?

sa arg(p(1 —iR)) ~ 0 + 27mk4 och vi ser ocksa att p(1 — ¢R) ligger i 6vre halvplanet. Da
Im(p(1 4+ iy)) = 0 omm y = 0 ser vi att kurvan p([1 + ¢R,1 — ¢R]) endast passerar x-
axeln i punkten —2. Detta betyder dels att p # 0 pa linjen {z : Re(z) = 1}, samt att kurvan
p([1+iR,1—iR]) gar runt 0 en gang i negativ riktning nir den gar fran p(1+iR) till p(1 —iR)
(visas bast med figur). Detta implicerar att argvar(p([1 +iR,1 — iR])) ~ —2x. Vi far att

W(p(oh)) = 5-arguar(p(o)) = 5-(arguar(p(y/) + argvar(p(l + iR, 1~ iR]) ~ 1

for stora R. Men vindningstal dr heltal sé vi far att for stora R dr

W(p(og)) = 1.

Argumentprincipen siger da att p har 1 nollstillen i int(o’;) for stora R, dvs p har 1 nollstille
i det oppna halvplanet {z : Re(z) > 1}. Eftersom vi sag att p inte hade nagra nollstéllen pa
linjen {z : Re(z) = 1} far vi att antalet nollstillen i G &r lika med antalet nollstillen i det
Oppna hogra halvplanet minus antalet nollstéllen i det 6ppna halvplanet {z : Re(z) > 1}, dvs
p har ett nollstélle i G.

. Ber#kna integralerna:

a)
sin(1/z) s
/W 2™

(4p)
b)

sin(1/z2) »
[T

(3p)



Losning: a) f(z) := S(ijﬁlz/)? dr holo i C forutom isolerade singulariteter i punkterna 0 och 2.
Av dessa ligger endast 0 i det inre av C'(0, 1). Notera att

in(1/2) 1 11 i )™ T
in =t —
> R TR 5‘25 2m+1
m:O
i C\ {0}. Vi utvecklar
-2 2k+1
0

och darfor

Sammantaget far vi

sin(1/z N ) . °°k+1 =

k=1

dir (eftersom z~2m~ 12k — =1 omm k = 2m)
i )" 2m+1 _1 i =)™ (1 o = lcos(l/Q)
2m+ Dl22mH2 4 2 em)l \2 4 ‘

O

Alltsa ar
e R sin(1/z)\ 1 1 /9
€50 <(2_2)2) = ZCOS( / )

och Residysatser ger oss darfor att

Mz: miRes M —ﬂcos
/|z|=1 EErE 0<(z—2)2> 5 cos(1/2).

b) Bada singulariteterna 0 och 2 ligger i C'(0, 3). Enligt rikneregel for residyer har vi

Ress (W) —sin(1/2),_y = — (Cosg/z)> T —%cosu/z).

Residysatser ger oss dirfor att

sin(1/2) , ( <sin(1/z)> (sin(l/z)))
————dz=2mi | Reso | ———— | + Reso | ————= =0.
/|z:3 (z —2)? (2 —2)? (z —2)?
Alternativ 16sning av b) &r att notera att Cauchys sats ger att

sin(1/z2) s
/Z.ZR 27"

ar oberoende av R daR > 2, samt att man kan visa att integralen gar mot noll daR — oo (mha
triangelolikheten for integraler).



6. Formulera satsen om klassifikation av nollstillen. Bevisa satsen i specialfallet att funktionen &r
holomorf i enhetsskivan D(0, 1) med nollstille i punkten O. (5p)

Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.

7. Formulera och bevisa Rouchés sats. 5p)

Losning: Se bok eller forelasningsanteckningar.

8. Visaatt () := > oo = definierar en holomorf funktion i halvplanet {2 : Re(z) > 1} (kom
ihag att n* := e*!™™). ({(2) #r kiind som Reimanns zeta-funktion.) (5p)

Losning: Vi noterar att |-=| = -L. Vi vet ocksa (via t ex integralkriteriet) att > 7° - dr

konvergent fér alla z > 1. Eftersom en absolutkonvergent serie dr konvergent foljer det att
serien >, nz dr konvergent i halvplanet {z : Re(z) > 1}, och definierar dérfor en funktion
C(z) =302, nz dar.

Lata > 1. Pa{z: Re(z) > a} far vi att

N oo 1
k=1 s ZnRezS priandl
1 N+1 N+1
dd N — oo, dvs serien > o | -L konvergerar likformigt pd {z : Re(z) > a}. Varje enskild

term 1/n” dr kontinuerlig i z sdenligt sats dr ((z) kontinuerlig pa {z : Re(z) > a}. Lat nu y
vara en styckvist glatt sluten kurva i {z : Re(z) > a}. Eftersom L konvergerar likformigt
mot ((z) pa{z : Re(z) > a} kan vi enligt sats fora ut summationen fran integralen:

/Y((z)dz:zl:fynlz.

Varje enskild term 1/n* dr holomorf i hela C. Da~ ér sluten dr den automatiskt nollhomotop i
C, safran Cauchys sats foljer det att

Som en konsekvens blir alltsd

Eftersom ( ér kontinuerlig i omradet {z : Re(z) > a} samt kurvintegralen kring varje styckvist
glatt sluten kurva i {z : Re(z) > a} blir noll siger Moreras sats att ((z) dr holomorf i {z :
Re(z) > a}. Eftersom att vara holomorf #r en lokal egenskap och ¢ édrholoi alla {z : Re(z) >
a} for a > 1 foljer att ((z) dr holoi {z : Re(z) > 1}.

Lycka till!
David



