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1. Visa med hjilp av Cauchy-Riemanns ekvationer att funktionen e*” 4r holomorf i C. (4p)
Losning:

Vi observerar att
2

u(z,y) :=Re(e” ) = e v’ cos(2zy)

medan
2

v(z,y) :=1Im(e*) = ety sin(2zy).

En enkel utrdkning ger darfor att

0
8—u = ex2_y2(2x cos(2zy) — 2y sin(2zy)),
x
ou 2242 .
0= ¢ Y™ (—2y cos(2zy) — 2z sin(2zy)),
Y
ov 2202 .
il Y (2y cos(2xy) + 2z sin(2zy))
x
samt 3
871) = exzfyz(Zx cos(2zy) — 2y sin(2zy)).
Y
Vi ser da att Cauchy-Riemanns ekvationer #r uppfyllda, dvs
ou_ o
or Oy
samt
ou v
oy Oz’

Vi noterar ocksa att alla dessa partiella derivator &r kontinuerliga, dvs funktionen e dr O,
. . . .. .. .o 2 .
Enligt satsen om Cauchy-Riemanns ekvationer &r déirfor e*~ holomorf i C.

2. Lat



a)

b)

d)

e)

Svara pa om f har en pol i punkten 0 och bestdam i sa fall polens ordning. (1p)

Losning: Inspektion ger att f dr holomorf i C \ {0}. En standardrikning ger att f:s Lau-
rentserieutveckling borjar sahir:

1 11
— + =—+0(2).
2t3.t (2)
Detta betyder att 0 ir en pol av ordning 2.
Om
o0
f(z) = Z anz"
n=—oo

betdcknar Laurentserieutvecklingen av f giltig i omradet {z : 0 < |z| < 2}, bestdm koeffi-
cienterna a_s, a_o, a_1 och ag. (4p)

Losning: Fran ovan ser viatta_3 = 0,a_2 = 1,a_1 = 1/2 samt ag = 0.

/ f(z)dz.
|z|=1
(1p)

Losning: Eftersom f édr holomorf i C\ {0} och residyn i 0 enligt ovan dr 1/2 foljer det fran
Cauchys formel att

Bestim integralen

(2)dz = 2miReso(f) = mi.
|z|=1
Svara pa om f har en pol i punkten 37 och bestdm i sa fall polens ordning. (1p)
Losning: Vi noterar att f dr holomorf i en omgivning till punkten 3i sa det 4r inte en pol.

Om
F(z)= D balz—3)"

n=—oo
betdcknar Laurentserieutvecklingen av f giltig i omradet {z : 0 < |z — 3i| < 2}, bestim
koefficienterna b_; och by. (2p)
Losning: Eftersom f dr holomorf i en omgivning till punkten 3¢ sa sammanfaller dess Lau-
rentserie i {z : 0 < |z — 3i| < 2} med dess Taylorserie i {z : |z — 3i| < 2}. Vi ser dirfor
attb_; = 0 samt att by = f(3i) = _en®o1 ji=¢ aresn(®)
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/|z_3i:4 f(2)dz.

Bestdm integralen

(Ip)
Losning:
Eftersom f ér holomorfi C\ {0} och kurvan (34, 4) i detta omrade dr homotop med (0, 1)
foljer fran Cauchys sats och ovan att

/z—3¢|:4 f(z)dz = /|Z|:1 f(z)dz = i.



3. Anvind residykalkyl for att berdkna integralen

/OO cos 3z
27d$.
0 X +12

(7p)
Losning: Lat I beteckna den sokta integralen medan
= / T esdr
oo T+ 12
D4 funktionen ér jimn ser vi att I’ = 2. Lat
iz
e
)=
Vi har da att
I' = lim Ref(z)dz = Re( lim f(2)dz).
R—co JI_R R R—o00 JI_R R
Lat yr(t) := Re®, t € [0,7] och o := [~ R, R] U~g. Vi ser att |e3*| < 1 pa 6vre halvplanet.

Omvinda triangelolikheten ger att
|22 + 12| > |22 — 12 > |2?]/2

for tillrdckligt stora |z|, vilket betyder att | f(z)| < 2/R? for stora R. Tillsammans med trian-
gelolikheten for integraler leder detta till att

| [ f(z)dz[ <27/R

YR
och darfor
lim / f(z)dz = 0.
R—o0 YR
Alltsd har vi

I' = Re( lim / f(2)dz).

R—o0

Vi noterar ocksa att

_9(2)
dér ,
e?nz

9(2) := W

ar holomorf i 6vre halvplanet. Dvs f har endast en singularitet i 6vre halvplanet, i punkten
i2+/3, och enligt sats &r
Resyy zf = g(i2V/3).

En enkel rikning visar att
e~6V3

9(i2V/3) = —i R




Vi far enligt residysatsen att for R > 2+/3,

6_6‘/§7T
z)dz = 2miRes, = .
/U RE il =5
Detta betyder att
;. e~ 6V3r
2/3
och sa tillslut /s
e~ 6Vig
I=1/2= .
/ Wi

. Bestdm bilden av omradet A := {z : |2| > 0,0 < Arg(z) < m/3} under avbildningen

3
f(Z) = 232:7“
(Tips: anviind att f(z) = M(2%) dir M (2) = 5.) (7p)

Losning: Lét g(z) := 23, diser vi att f = M o g. Vi bestimmer forst bilden B := g(A). Vi
noterar att g(re'®) = r3¢%, dvs vinkeln tredubblas, vilket betyder att

B=g(A)={z:|2| >0,0 < Arg(z) < 7},

eller med andra ord dr B det 6vre halvplanet. Eftersom f(A) = M(g(A)) = M(B) aterstar
nu att bestimma M (B). Vi noterar att M &r en Mgbiusavbildning och enligt sats avbildar den
dérfor linjer och cirkar pa linjer eller cirklar. Det 6vre halvplanet avgrinsas av den reella linjen
R U {oo}, och det foljer att M (B) kommer avgrinsas av M (R U {oco}), vilket alltsd enligt sats
kommer vara en linje eller cirkel. Eftersom —1,0, 1 alla ligger pa den reella linjen kommer
M (R U {o0}) vara den unika linje eller cirkel som innehaller de tre punkterna M (—1), M (0)
och M (1). Vinoterar att M (—1) = (1+14)/2, M (0) = 0samt M (1) = (1—1)/2. Vi far dérfor
att M (RU{oo}) ér cirkeln med centrum i 1/2 med radie 1/2. Det f6ljer att f(A) antingen &r det
som ligger innanfor eller det som ligger utanfor denna cirkel. Punkten ¢ ligger i 6vre halvplanet
och M (i) = 1/2, vilket ligger inuti cirkeln, sé vi far att f(A) = {z: |z — 1/2| < 1/2}.

. Bestim antalet nollstillen till polynomet p(z) := 2% +4iz +3+iiomradet G := {2 : Im(2) >
1}. (7p)
Losning: b) Vi anviéinder argumentprincipen. LatvL(¢) := Re'+i,t € [0, 7] och y2(t) 1= t+i,
t € [-R,R],och o := v}, U~%. Vi har att fér R >> 0

arg(p(Re + 1)) ~ (Re')* = 4t

sa
arguar., (p(2)) ~ 4.
Vi har att
p(t+1) =t — 6% +i(4t3 + 1).



For R >> 0 har vi
arg(p(—R+1)) =0

samt
arg(p(R+1)) ~ 0.

Vi noterar att realdelen av p(t 4 1), dvs t* — 6t2, ¥ positiv da t < —+/6, ickepositiv for —/6 <
t < \/t samt igen positiv for t > /6. Vi ser ocksa att imaginirdelen av p(—+/6 + i) dr negativ
medan imaginirdelen av p(y/6 + i) T positiv. Man ser nu enklast med figur att detta betyder att

argvar,ylz?(p(z)) ~ —2T.

Den totala argumentvariationen langs o g blir darfor 27, vilket enligt argumentprincipen betyder
att p har ett nollstille i det inre av o . Léater vi R — oo far vi att p har ett nollstélle i G.

. Formulera och bevisa Liouvilles sats. 5p)

Losning: Se boken eller foreldsningsanteckningar.

. Formulera och bevisa satsen om Taylorutveckling av holomorfa funktioner. Sp)

Losning: Se boken eller foreldsningsanteckningar.

. Visa att om f dr en hel funktion (dvs holomorf i hela C) och dessutom
|f(2)] < |sinz]|

for alla z € C sa finns en konstant A € C sadan att f(z) = Asin z. (5p)

Losning: Vi noterar att sin z dr en hel funktion, och att den &r nollskild forutom i punkterna 7k,
k € 7Z. Det foljer da att
f(z)

sin z

9(2) :==

dr en holomorf funktion i C \ {7k : k € Z}, sa g har isolerade singulariteter i punkterna 7k.
Enligt antagandet har vi att
_ /(2]

~ |sinz|

<1

l9(2)]

Enligt sats betyder detta att de isolerade singulariteterna ir hivbara, dvs vi kan utvidga g till
en holomorf funktion i hela C. g &r nu en hel funktion, men vi sdg ovan att den dessutom &r
begrinsad, sa enligt Liouvilles sats dr g konstant, sig g(z) = A, A € C. Men vi har ju att
f(2z) = g(z)sin(z) sa vi far att f(z) = Asin z, vilket skulle bevisas.

Lycka till!
David



