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1. Ber#kna med hjilp av residykalkyl Fouriertransformen av

1
(22 +1)(22 4+ 25)°

fz) =

(7p)
Losning: a) Enligt definition har vi att

f(t) = /oo R0+ 5

Vi sitter )
e —itz

(224 1)(22+25)

9(2) :==

Vi vet da att

Vi antar forst att ¢t < 0. Lt yr(s) := Re®,s € [0, 7] samt o := [~ R, R] U~yg som da ir en
sluten kurva. Vi har att

/ gdz
YR

d&d R — oo. Hir anvinde vi forst triangelolikheten for integraler, sedan att |e =% = e?¥ < 1
pa g samt att |(22 4 1)(2% +25)| > (|22 — 1)(|z|> — 25) = (R? — 1)(R? — 25) pa 7R tack
vare den omvénda triangelolikheten. Detta implicerar att

e—ztz

(224 1)(22+25

‘ VRl < rh —0
) (R* —1)(R? - 25)

< max
ZEVR

f(t) = lim gdz.

R—o0 oR

Vi noterar nu att g(z) dr holomorf i C forutom isolerade singulariteter i 4 och £5¢, varav i och
5¢ ligger i det inre av o for stora R. Enligt riakneregler for residyer har vi att

—itz et
Res;g = =—,
esig <(z +14)(2%2 + 25)> =i 480

samt

R e—itz 65t
9=\ (21 1) + i) s 2400



Residysatsen sdger nu att

1
/ gdz = 2mi(Res;g + Ressig) = l(et — —eh,
o 24" 75

sa sammantaget far vi att for ¢t < 0 dr

flt) = o = 2.

sa vi far att for ¢ > 0 dr

Sammantaget far vi darfor att

A s 1

f(t) = ﬂ(e_lﬂ - ge_w)

. Hitta med hjilp av Laplacetransformen en funktion u : [0, c0) — C sadan att
u” (t) + 4’ (t) =1

med begynnelsevirden u(0) = 1, 4/ (0) = 0 och v”(0) = 0. (7p)
Losning:

Vi tar Laplacetransformen av ekvationen och far

1
30— 52+ 4(st—1) =~
s

vilket ger oss att

Partialbraksuppdeling ger

Vi far alltsa att

Fran tabell har vi

1 .
- =1,
s
L
2
och
2 —
s2+4—sm2t



sa vi far att

11
@ =L(1+ gt — sin2t).

Enligt inversionsformlen far vi darfor att

—1—|—1t Ly 2t
U= 1 8Sln .

. Bestim bilden av omradet A := {z : |z — 3/2| > 1/2, |z — 2| < 1} under avbildningen

f(z) ==e>1.

(Tips: anvind att f(2) = €% o M (z) dir M (z) = 1. (7p)

z—1"

Losning: Vi hittar forst M (A). Vi noterar att M (z) dr en Mobiusavbildning, och att M (1) =
oo, M(2) =1, M(3) = 1/2. Eftersom Mavb avbildar cirklar och linjer pa cirklar eller linjer far
viatt M(RU{oo}) = RU{oo}. Och eftersom Mavb dr konforma far vi att M (C(3/2,1/2)) ér
en linje som skir den reella axeln i punkten 1 i rit vinkel, dvs M (C(3/2,1/2)) = {z : Re(z) =
1} U {oo}. Pa samma sitt far vi att M (C(2,1)) = {z : Re(z) = 1/2} U {oo}. Det foljer att
M (A) idr begrinsat av dessa tva linjer. Da M (5/2) = 2/3 farviatt B := M(A) ={z:1/2 <
Re(z) < 1}. Det aterstar att bestimma bilden B under exponentialavbildningen. Men vi vet att
le?| = e® och arg(e?) = y + 2k si bilden av B blir precis {z : ¢!/ < |z| < e}. Vi far tillslut
att f(A) = exp(M(A)) = {z:e!/? < |z| < e}.

. Bestim antalet nollstillen till funktionen z° — 5z + sin z i annulusen {z : 1 < |2| < 2}. (7p)
Losning: Vi anvdnder Rouchés sats, forst pa D(0, 2) och sen pa D(0, 1).
Lét f(2) := 2% och g(z) := —52 + sin 2. Vi har att
[f(2)] = |2 = 32
pa C(0,2). Notera att

iz —iz

— 1
’sjnz‘ = ’6 21_6 ‘ < 5(6*1/ —|—€y) < elyl < e2
paC'(0,2). Vi har darfor att
19(2)] = | — 5z +sinz| < 5|z| + |sinz| <10+ e < 19

pa C(0,2). Vi har alltsé att | f| > |g| pa C(0, 2). Det foljer nu fran Rouchés sats att f + ¢ har
lika manga nollstillen som f i D(0,2), dvs 5 st.

Lét nu istillet f(z) := —52 och g(z) := 2° + sin z. Vi har att
[f () = | =52 =5z =5

pa C(0,1). Notera att

eiz _ efiz
|sinz| = |

—| <
21

(e¥ +e¥) < eVl < e

| =



paC(0,1). Vi har dérfor att
l9(2)] = |2° +sinz| < |2)° + |sinz] < 1+e< 4

pa C(0,1). Vi har alltsd att | f| > |g| pa C(0,1). Det f6ljer nu fran Rouchés sats att f + g har
lika ménga nollstéllen som f i D(0,2), dvs 1 st.

Det foljer att 2° — 5z + sin z har 5 — 1 = 4 nollstillen i D(0,2) \ D(0, 1). Och eftersom enligt
omvinda triangelolikheten | f +g| > | f|—|g| > 0p& C(0, 1) har 2° — 5z +sin z inga nollstéllen
pa C(0,1), s4 25 — 5z + sin z maste ha 4 nollstilleni {z : 1 < |z| < 2}.

. Beridkna

z
| ariant
|2j=5 (z +7)sinz

(7p)
Losning: Lat f(z) := m Vi noterar att f dr holomorf i C férutom i punkterna &,
k € Z. Av dessa ligger 0 och £ i det inre av C(0,5). sin z har enkla nollstéllen i £, och
eftersom z har ett nollstille i 0 foljer det fran Klassifikation av isolerade sing. att O &@r en hdvbar
singularitet. Enligt sats dr dirfor Resof = 0. Vi har ocksa enligt rikneregel for residyer att

z
Reset = (rmyams )y~

I —7 har f en pol av ordning 2, sa for att hitta residyn tittar vi pa borjan av f:s Laurentserieutveck-
ling centrerad i —, giltig i A(—m, 7). Vi noterar att sin z = —sin(z + 7), s&

(z +m)3
6

(z +m)?

5 +O0((z+m%h).

sinz = —(z+m)+ +0((z+7)°) = —(z+7m)(1 -

Det foljer att borjan pa LSU av 1/ sin z blir

1 1 1 et Ol 4 TV —
sinz (x4 m)(1 - B 4 O0((2 + 1)) (z+7r>§0:( g T o™
1 (z+m)?
T R +0((z+m)")).
Vi skriver ocksd z = —m + (z + 7) och far
z . 1 (z +m)? B
T e S i E R e (R
S S S SO YRN |

(z4+7m)?2 z+7 6

vilket ger oss att Res_ f = —1.
Enligt Residysatsen har vi att

/ fdz = 2mi(Resof + Resrf + Res_pf) = —3mi.
|2[=5



6. Visa att om f(z) har kontinuerliga partiella derivator som uppfyller Cauchy-Riemanns ekva-
tioner i ett omrade G, da dr f holomorfi G. (5p)

Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.

7. Formulera och bevisa Cauchys sats. 5p)

Losning: Se bok eller forelasningsanteckningar.

8. Antag att f ar holomorfi{z : 0 < |z| < 1} samt att | f(z) — 1| > 1. Visa att singulariteten i 0

inte kan vara visentlig. 5p)
Losning: Att |f(z) — 1| > 1 betyder speciellt att f(z) # 1, sadet foljer att att g(z) := f(zl)fl
dr holomorf i A(0,0,1). g har alltsé ocksa en isolerad singularitet i 0. Vi har nu att
1
9(2)] = o < L.
1f(z) = 1]

Det foljer da fran rikneregler for gransvirden att

lim zg(z) = 0.

z—0

Enligt Klassifikation av isolerade singulariteter har dirfor g en hdavbar singularitet i 0, dvs g kan
utvidgas till en holomorf funktion i D(0, 1). Vi noterar ocksa att da g(z) = ﬁ att g # 0
i A(0,0,1). Vikan dirfor skriva 1/g(z) = f(z) — 1, dvs f(z) = 1/g(z) + 1. Om g(0) # 0
betyder det att 1 /g(z) dr holomorf i en omgivning till 0, och vi ser att i detta fall har f en hdvbar
singularitet i 0. Om ¢(0) = 0 sa géller att lim,_, g(z) = 0 (g &r holo och dérfor kontinuerlig),
sa enligt rikneregler for griansvirden har vi att

li 1
z—0 hmz_m |g(z)|

Detta betyder alltsa att f har en pol i 0, dvs i ingetdera fall dr singulariteten visentlig.

Lycka till!
David



