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1. Skriv real- och imaginérdel av funktionen

som funktioner av x och y (z = x+1y), och anvind sedan satsen om Cauchy-
Riemanns ekvationer for att visa att f(z) dr holomorf i C \ {0}. (7p)

Losning: Standardrikning ger att u(x, y) := Re(f(z)) blir

e*(xcosy + ycosy)
z2 4+ y?

u(:r,y) =

medan v(z,y) := Im(f(z)) ges av

e’(zsiny — ycosy)
z2 +y?

U(Jf,y) =

Vi far vidare att
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CoSs y(m3—|—ajy2—x2+y2)+81n y(y3+?/132 _23/$)) = 67;’

or (22 + yz)z(
och pa liknande sitt ses att
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dvs Cauchy-Riemanns ekvationer dr uppfyllda. Da dessutom man enkelt ser
att f ar C! foljer enligt satsen om Cauchy-Riemanns ekvationer att f ir i
holomorf i dess definitionsomrade C \ {0}.

2. (a) Berdkna med hjilp av residykalkyl Fouriertransformen av

1
@+ 2+ 47

flz) =

(5p)



(b) Anvind resultatet i (a) for att bestimma integralen

/°° sin 3z
dx.
Do (@2 +2) (22 4 4)2
(2p)
Losning: a) Enligt definition har vi att

0= | e

Vi sitter ,
e —itz
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Vi vet da att
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f(t) = lim g(z)dz.
R—o0 [—R,R]

Vi antar forst att t < 0. Lat yg(s) := Re',s € [0, 7] samt o := [~ R, R]U
~r som da &r en sluten kurva. Vi har att

/ gdz
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da R — oco. Hir anvinde vi forst triangelolikheten for integraler, sedan att
le7#%| = e < 1 pdypgsamtatt |(2242)(224+4)2| > (|22—2)(|z|>—4)? =
(R? — 2)(R? — 4)? pa g tack vare den omvinda triangelolikheten. Detta
implicerar att
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f(t) = lim gdz.
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Vi noterar nu att g(z) dr holomorf i C férutom isolerade singulariteter i
++/2i och 42i, varav v/2i och 2i ligger i det inre av o for stora R. Enligt
rakneregler for residyer har vi att

€7itz eﬁt
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Residysatsen sdger nu att
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sa sammantaget far vi att for ¢ < 0 dr

eVt et 3

(t) = ﬁJrf(t— 5)-

Eftersom f dr reellvird géller rikneregeln

~

ft) = f(-t)
sa vi far att for ¢ > 0 ar

N re~ V2% pe2 3

f(t): 4\/5 + 16 (_t_i)'

Sammantaget far vi darfor att
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Losning: b) Eftersom funktionen &r udda ser man direkt att integralen blir 0.

. Hitta antalet nollstillen till polynomet 22 — 4z — 1 i omradet {2 : Re(2) >
0,]z — 3| > 1}. (7p)

Losning: Vi anvinder forst argumentprincipen for att hitta antalet nollstillen
i hogra halvplanet. Lat yr(t) := Re',t € [-7/2,7/2] ochog = [iR, —iR]U

Yr. Vi ser att
. . 4ett 1
ty _ pd it
p(Re") =R (26Z - 03 _R4>

sdarg(p(Re")) ~ 4t+2rk for stora R vilket implicerar att argvar(f(yr)) ~
4 for stora R. Vi har ocksa att

pliy) = 2y* — iy — 1.

Speciellt far vi att arg(p(iR)) ~ 0+ 27k och vi ser ocksa att p(iR) ligger i
nedre halvplanet for stora R. Vidare ser vi att arg(p(—iR)) =~ 0+ 2wks och
vi ser ocksa att p(—iR) ligger i 6vre halvplanet for stora R. Da Im(p(iy)) =
0 omm y = 0 ser vi att kurvan p([i R, —iR]) endast passerar x-axeln i punk-
ten —1. Detta betyder att kurvan p([R, —R]) maste gé i princip ett helt varv
runt 0 i negativ riktning (ses bist i figur), dvs argvar(p([R, —R])) ~ —2.
Vi far att

W(pl(on)) = 5-arguar(p(on)) = 5-(arguar(p(ym) +arguar(p([iR, ~iR)))) ~ 1

for stora R. Men vindningstal 4r heltal sé vi far att for stora R &r

Wi(p(or)) = 1.



Argumentprincipen sidger da att p har ett nollstille i int(og) for stora R, dvs
p har ett nollstille i det 5ppna hAdigra halvplanet.

Nu anvinder vi Rouchés sats for att hitta antalet nollstillen i D(3,1). Skriv
p = f+ gdir f(z) := 2z* och g(z) := —4z — 1. P4 randen till D(3,1)
giller

2< 2| < 4.

Vi har da att |f| > 32 pa C'(3,1) medan mha triangelolikheten |g| < | —
dz| + | — 1] <17 < 32 pa C(3,1). Alltsa har vi |f| > |g| pa C(3,1) sa
enligt Rouchés sats har dirfor p lika ménga nollstéillen som f i D(3,1), dvs
0 st. Det kan da inte heller finnas nagra pa randen, sa tillslut far vi att p(z)
har ett nollstélle i {z : Re(z) > 1,|z — 3| > 1}.

. Bestdm bilden av omradet {z : Re(z) > 0,|z| < 1} under avbildningen

_ Log(z) —in/2
f(2):= Log(z) +im/2

(Tips: anviind att f(z) = M(z) o Log(z) dir M (z) = z;z:g ) (7p)

Losning: Lat A := {z : Re(z) > 1,|z| < 1}. Viser att B := Log(A) =
{z : Re(z) < 1,—7/2 < Im(z)m/2}. Vihar nu att f(A) = M(B). Vi
noterar att M (z) dr en Mobiusavbildning, och att M (—in/2) = oo, M (iw/2) =
0,M(0) = —1, M (c0) = 1. Eftersom Mavb avbildar cirklar och linjer pa
cirklar eller linjer far vi att M (iR U {oo}) = R U {oo}. Vi féar ocksa att M
avbildar linjen Im(z) = m/2 pa en cirkel som gar genom punkterna 0 och
1. Dessutom maste den av konformitet skira den reella axeln i rét vinkel, sa
det blir C'(1/2,1/2). Pa liknande sitt far vi att M avbildar linjen Im(z) =
—7/2 pé den imaginira axeln. Vi har alltsa att M (B) avgrinsas av dessa
tre kurvor. Vi tar nu en punkt i B, t ex —m/2, och ser att M (—n/2) = —i.
Detta ger oss att M (B) = {z : Re(z) < 1,Im(z) < 0,]|z —1/2| > 1/2},
ochalltsa f(A) = {z: Re(z) < 1,Im(z) <0,|z—1/2| > 1/2}.

. Antag att Laurentserien

[e.9]

f2) = > an(z—2)F

k=—o00

konvergerar i annulusen {z : 0 < |z — 2| < 2}. Bestim de tva integralerna

(@
/ f(2)Log(2)dz,
|z—2|=1

(5p)



(b)

/ F(2)Log(2)dz.
le—1]=1/2
(2p)

Losning: a) Enligt sats konvergerar Laurentserien likformigt pa cirkeln |z —
2| = 1 sa det foljer att

/ f(z)Log(z)dz = Z ak/ Log(2)(z — 2)kdz.
|z—2]=1

ke —o0 |z—2|=1

D4 k > 0 har vi att Log(2)(z — 2)* #r holomorf i D(2,2), sdintegralen blir
noll tack vare Cauchys sats. For negativa k kan integralen riknas ut t ex mha
Cauchys integralformel for derivator. Vi har

L
/ 09(2) dz = 2miLog(2) = 21n 27i,
|

z—2l=1 % —

medan for m > 2 giller att

/ Log(z) gy — 2mi (Log(z))(m_l): 27i (1)(m_2):
z—2)=1 ( !

z—2)m (m —1)! =2 (m — 1)1 27 1#=2

Summerar vi ihop detta far vi att

D™ma_y,
/|Z2|:1 f(z)Log(z)dz = i <2 In2 + Z _1)2m2>

Losning: b) Vi noterar att f(z)Log(z) dr holomorf i D(1,1) och att kurvan
C(1,1/2) ér nollhomotop i D(1, 1), sé enligt Cauchys sats dr

/ f(2)Log(z)dz = 0.
lz—1|=1/2

. Formulera och bevisa triangelolikheten for kurvintegraler av komplexa funk-
tioner. (5p)

Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.

. Formulera och bevisa satsen om Taylorutveckling av holomorfa funktioner.
(5p)
Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.
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8. Visa att den harmoniska funktionen In(y/22 + y?) inte har ndgot harmoniskt
konjugat i omréadet {z : 1 < |z| < 2}. (5p)

Losning: Uppgiften &r liktydig med att visa att det inte finns ndgon holomorf
funktion f i A(0,1,2) sadan att Re(f) = In(y/2? + y?) (Im(f) skulle i sa
fall vara ett harmoniskt konjugat). For att fa en motségelse antar vi att det
finns en sadan funktion f. Vi noterar att In(+/22 + y?) = In || ér realdelen
av funktionen Log(z), som &r holomorf omradet U := A(0, 1,2)\ [-2, —1].
U &r sammanhingande, sa fran Cauchy-Riemanns ekvationer foljer det att
f(2) — Log(z) ér konstant pa U. Men Log(z) &r diskontinuerlig ldngs linjen
[—2, —1] vilket innebir att f(z) ocksa maste vara diskontinuerlig ddr. Men
f antogs ju vara holomorf i hela A(0, 1,2), dvs speciellt kontinuerlig i hela
A(0,1,2), vilket alltsa dr en motsdgelse. Det innebir att det inte kan finnas
en sadan holomorf funktion, dvs med andra ord kan In(y/z2 + y?) ¢j ha
nagot harmoniskt konjugat i A(0, 1,2).

Lycka till!
David



