1. LOSNINGAR MVEO025/MVE?295, 2015-01-02

1. a.0Om 7T'(—1) = 0 och T'(3) = oo sa maste Mobiusavbildningen 7" ha formen

142
T(z)=k :
(2) = kg—
Om dessutom 7°(1) = 4 far vi
k2 .
— =
2
sa k =i.
b. Vi far

/|z4 T?(2)dz = _A“l %dz

Enligt Cauchy’s integralformel (for derivatan) #r detta lika med —27i f/(3) om f(z) = (1 + 2)?,
dvs —167.

2. Vi har p(z) = 2% — 32 + 1 och vi vill studera det polynomet i {|z — 1] < 1}. Om vi
sitterw = z — 1, dvs z = w+ 1 farviatt p(z) = plw+1) = 1+ w)®* = 3(w+1)+1 =
w?® 4+ 3w? — 1 = g(w). Problemet 4r allts att bestimma antalet nollstéllen till ¢(w) dér |w| < 1.
Vi skriver ¢(w) = f(w) + g(w), ddr f(w) = 3w? och g(w) = w® — 1. Nér |w| = 1iér | f(w)] =3
medan |g(w)| = |w® — 1] < |w®| +1 = 2 < 3 Rouchés sats ger dirfor att ¢ har lika ménga
nollstéllen i {|w| < 1} som f, dvs 2 stycken.

3. Eftersom utvecklingen ir i potenser av z utvecklar vi forst

1 1 1

J2) = (z+2)(z+3) 242 z2+3

Nir |z| > 2 giller
1 1/z i (—2)F

242 1+42/z e kil

och nir |z| < 3 giller
1 1/3 i (—2)k

2+3 1+2/3

Darfor blir

1 _ (=2 & Sk
2(z+2)(2+3) (/) > TSR 20: (—3)k+1 | -




4 a. Vikan anta att a, b > 0. Antag ocksa forst att a # b. Da kan vi skriva att

1 1 1 ,
1@ = o raw e (932+a2_:£2—|—b2)/(b —a):

Vi raknar darfor forst ut Fouriertransformen av

1
x2 4+ a?’

Kalkylen foljer ndra exempl 3 i kompendite om Fourieranalys sa vi ger bara en kort skiss. F-

tranformen ir
0 e—it:(;
g(t) = ——dx.
9(t) /_ o T2+ a?

Antag forst att ¢ < 0. Da kan vi betrakta integralen av funktionen over en stor halvcirkel i ovre
halvplanet, vilken enligt residysatsen dr lika med

g(z) =

—itz T T
OmiRes i (——— = 2mie!®/(2ia) = —e'® = —e~ It
2 2
z*+a a a

eftersom ¢ dr negativt. For ¢ > 0 anvénder vi att formeln for f medfor att

9() = g(—t) = Zele,
a

sa -
G(t) = —elta
g(t) = —e

for alla ¢t. Det foljer att

A 1 T T
_ 2 o—ltla T —tlb
1) b? — a? < ¢ be )

a
om a # b. For att fa transformen nédr ¢ = b kan vi ta griansvérdet av detta uttryck da a — b,
vilket dr (eftersom b> — a® = (b — a)(b + a))
T T
—ltla _ T, -blt
e = gge (1 +0[t]).

(=1)/(20)(d/dala=s)
(Alternativt kan man anvénda residykalkyl direkt och formeln for residyn av en dubbelpol.)
5. a. Obs: Hir finns ett mindre fel i formuleringen. Begynnelsevirdet «(0) = 0 behovs

inte!
Observera att

¢
/ u(s)ds = u* 1.
0

Laplacetransformering ger (med variabeln z) att

u(z) +a(z)(1/2) = g(2).

Alltsa far vi

u(z) = g(2)



Med inverstranformering foljer det att

S~

u(t) = g(t) —gx(e7") = g(t) — e_(t_s)g(s)ds =g(t) — e_t/o e®g(s)ds.

b. Sdgnu att g(¢t) = 0 for¢t < 1 och g(t) = 1 fort > 1. Vi far tva fall:
(i) t < 1. Da ger 16sningsformeln att u(t) = 0.
(ii) t > 1. Da ger 16sningsformeln att

t t
ut) =gt~ [ et —1-e [[eas= e
0 1
8. Anvind definitionen av komplex kurvintegral:

) f(eit)ie“dt:/_ fleyie "dt = /|_1f(z)dz/z2.

Enligt Cauchys integralformel for derivatan #r detta lika med 27i f’(0).

(2)dz = _ﬂ flem™iedt = —

|z|=1 T



