1. LOSNINGAR TILL MVE025/MVE295, 2015-10-27

1. (a)

N o et R e it
= ——dt = i —dt.
/() /_Oot2—4t+13 Rgﬂo/_3t2—4t+13
Lat Cg vara den vanliga halvcirkeln i 6vre halvplanet med radie R (och 0 i mitten av diametern).
Lat

—txw

&

w? — 4w + 13"
Da har h en singuldr punkt wy = 2 + 3¢ innanfor C'g. Residysatsen ger att

h(w) =

—ixwo

211)0-4

/ h(w)dw = 2miRes(h,wy) = 2mi — (7.‘./3)672ix+3x.
Cr

Omz <0ochT'gp={w e Cg;Imw > 0} dr
zIm w

da R — oo. ( Hér anvinds att x < 0 och Im w > 0.) Det foljer att
f(l’) = lim h(t)dt — (71-/3)6—21‘27—‘,-333.
R—o0

Detta giéller om z < 0. Om z > 0 anvénder vi att

(z) = f(—2) = (7/3)eZo—32 = (r/3)e 273,

f
Sammantaget ir alltsd f(z) = (/3)e~ 2731l for alla .
(b) Vi observerar att g(t) = (—1/2)f'(t). Det foljer att

g(z) = (=1/2)f" = (=iz/2) f(x).

2.(a) Vi beriknar forst antalet nollstillen i |z| < 2. Skriv p(z) = f(z) + g(z) dédr f(z) = 22°
och g(z) = —62% 4+ z + 1. Nir |z| = 2 giiller | f(2)| = 2|2|> = 64 och |g(2)| < 6|2+ |2| + 1 =
2442+ 1 =27 Viseralltsa att | f| > |g| da |z] = 2. Rouchés sats ger da att p och f har lika
manga nollstillen i |z| < 2, dvs 5 stycken.

Direfter beridknar vi antalet nollstillen for |z| < 1. Skriv nuistillet p = f+g dér f(z) = —622
och g(z) = 22° + z + 1. En snarlik riikning visar att

|f(z)| =6>42>]g(z)|
da |z| = 1. Igen har alltsa enligt Rouché f och p lika méanga nollstillen, dvs 2 stycken, i |z| < 1.

Antalet nollstillen till p i cirkelringen dr darfor 5-2=3.
1




(b) Lat Cr vara en halvcirkel i vinstra halvplanet med radie R >> 0,sa att Cg = I'r U I dér
I'r={z]2| = R,Rez <0}, Ip=][—iR,iR)].

Vi berdknar argumentvariationen av p pa I'g och Iz. Argumentvariationen pa ['g &r nistan lika
med Argvar av 22° om R ir stort, dvs nistan lika med 5.

For att berdkna variationen pa [ skriver vi z = it, dir —R < ¢t < R. Da dr p(z) = p(it) =
i(t° +t) + 6t + 1. Kurvan p(it) ligger alltsa hela tiden i hogra halvplanet. Dessutom &r ar-
gumentet av p(iR) nistan lika med 7/2 och argumentet av p(—iR) dr nistan lika med —7/2,
eftersom t° >> 2. Argumentet av p(it) okar alltsd med ungefir 7 nir ¢ gér fran — R till R,
sa argumentvariationen pa [y dr ungefar 7. Sammantaget blir argumentvariationen pa C'r exakt
lika med 67 eftersom den totala variationen ldngs en sluten kurva alltid 4r en hel multipel av 27.
Antalet nollstillen innafor I'g &r alltsa 67/27 = 3 och eftersom detta giller for alla stora R dr
detta ocksa antalet nollstéllen i vinstra halvplanet.

3. e* drinte 01 0, och z(2% + 1) har ett enkelt nollstélle i origo. f har dirfor en enkel pol i
origo, och dérfor en Laurentserieutveckling

f(z)=c1/z4+co+ ez +c2® + ...

Dessutom dr z(z* + 1)f(z) = €* = 1+ z + 22/2 + 23/6 + ... Dirfor ger identifikation av
koefficienterna att ¢ 1 = 1,¢0 = 1,c1 + ¢4 = 1/2,¢co+¢co = 1/6,88¢1 = 1,¢0 = 1,¢1 =
—1/2,02 = —5/6

Det foljer att Laurentserieutvecklingen av f(z)/2 ér

3 C-1 Co C1 2
f(Z)/Z —?—F;—F;—F—"‘
Alltsa #r Residyn av f/2% i origo lika med ¢, = —5/6. Residysatsen ger att integralen blir

2mi(—5/6) = —5mi/3.

4. Omradet begrénsas av Im-axeln och cirkeln |z — 1| = 1. Eftersom f(0) = oo och f(oc0) =
—1 avbildas Im-axeln pa en linje genom punkten -1. Dessutom &r det klart att Re-axeln avbildas
pa sig sjilv eftersom f bara har reella koefficienter. Bilden av Im-axeln maste dérfor skéra
Re-axeln under rit vinkel, sa bilden &r linjen Re z = —1. Eftersom f(1) = 1 avbildas hogra
halvplanet pa omradet till hoger om den linjen.

Vi tittar sen pa bilden av cirkeln. Eftersom f(0) = oo och f(2) = 0 maste cirkeln avbildas pa
en linje genom origo. Eftersom cirkeln skidr Re-axeln under rit vinkel maste bilden ocksa gora
det, sa bilden av cirkeln dr Im-axeln. Eftersom igen f(1) = 1 avbildas omradet innafor cirkeln
pa hogra halvplanet och omradet utanfor cirkeln pa vinstra halvplanet. Omradet i uppgiften
avbildas darfor pa snittet av vinstra halvplanet och omradet till hoger om linjen Re z = —1, dvs
pa{z;—1 < Rez < 0}.

5. Vi anvinder riknereglerna for Laplacetransformen. Forst

Le ) (s)=1/(s+1).
Sen
L(t'e™)(s) = (=d/ds)"L(e™")(s) = k!/(s + 1)**".
Sen
L((d/dt)*t*e™) = s*L(t"e ™) (s) = (k!s¥) /(s 4+ 1),



eftersom u(t) = t*e~* uppfyller u(0) = v/(0) = ...u*"Y(0) = 0. Drfor blir

kpk —t (s — 1>k
Lipk(t))(s) = (/KO L((d/dt)"t ) (s = 1) = —5

8. Tag R sa stort att alla z; uppfyller |z;| < R. Da ger Residysatsen att
/ L om > " Res(1/p, z;) = 2mi » 1/p/(2)).
|2|=R p(2) 1
Sedan ger en uppskattning med triangelolikheten (som 1 beviset for algebrans fundamentalsats)
att [p(z)| > C|z|" = CR" om |z| = R >> 0. Det foljer att
| 1

|z|=R p(2)

nir R — oo omn > 1. Dirfor dr
> (=) =0.

dz| < 2rR/(CR") = 0



