Losningar till Tenta i MVE025/MVE295, Komplex (matematisk) analys,

F2 och TM2/Kf2
2016 12 22, 08.30-12.30

Hjéalpmedel: Formelblad som delas ut av tentamensvakterna
Telefonvakt: Mattias Lennartsson, 031-7725325

Betygsgrinser: 1-19 (U), 20-29 (3), 30-39 (4), 40-50 (5)

1. a) Anvind residykalkyl for att berdkna Fouriertransformen av

t
t) = .
Uy (2 +1)(t2 +9)
(6p)
b) Anvind resultatet i (a) for att bestimma
/OO tsint
oo (B2 H+1)(t2+9)
(Ip)
Losning: a) Enligt definition &dr Fouriertransformen
R 00 tefi:vt
T) = dt.
/(@) /_Oo (t24+1)(t2+9)
Om .
Ze—ZZ'Z
99 = = 1 0)
sa dr alltsa
f(z) = lim g(z)dz.
R—o0 [-R,R]
Antag nu att < 0 och 14t ygr(t) := Re®, t € [0,7] och o := [-R,R]U~yg. Ddz < 0
och Im(z) > 0 pi vg far vi att |e=#| = *™(2) < 1 for z € g, och vidare med hjilp av

omvinda triangelolikheten foljer att

R
(R? —1)(R? —9)

l9(2)] <

pa yg. Via uppskattning av kurvintegraler far vi darfor att

[ o1z < max gl € oy
z)dz| < max |g(z
. = 2R WEIRL=S (e Ty (R2 gy
vilket gar mot noll dd R — oo. Det foljer att
flz) = P}im g(z)dz = lim g(z)dz.
— 00 [7R,R} R—o0 OR



Kurvintegralen faR g(z)dz raknar vi nu ut medelst residykalkyl. Vi ser att g(z) dr holomorf i
C forutom singulariteter i punkterna +4 och £3i. Av dessa ligger 7 och 3i i det inre av o da
R > 3. Enligt sats &r

SR )y R Tk

samt

Ressig = ze 2 = —g
WENETDET3) ) ey 16

Vi far da enligt Residysatsen att

f(x) = lim g(2)dz = 2mi(Res;g + Resszig) = — (e — 3%).

R—o0 oR 8

Kom ihag att detta forutsatte att z < 0. Men vi kan anvinda att f(—z) = f(x) och far darfor
att

A~

o, _ _
() = sgn(a) 5 (eI — eI,
Kom ihag att sgn(z) := 1da x > 0 medan sgn(z) := —1 for x > 0.
b) Vi noterar att

/_Z (2 +t1$)i](f1t§ 9 dt = Im(f(—l)) — %(6—1 _ 6_3)‘

2. Bestim antalet 1osningar till ekvationen 2° + 423 = ¢%* i omradet {z : 1 < |z| < 3}. (7p)
Losning: Skriv f(z) := 2%, g(2) := 423 —¢%*. Med hjilp av triangelolikheten far vi pd 9.D(0, 3)
att

l9(2)] <4z + || <4-3% +¢* <5-3° <3 = |f(2)].

Rouches sats sdger da att f och f + ¢ har lika manga nollstillen i D(0, 3) (riknat med multi-
plicitet), dvs 5 st. Detta betyder att ekvationen har fem 16sningar i D(0, 3).

Skriv nu istillet f(z) := 423 och g(2) := 2° — €'*. Med hjilp av triangelolikheten fir vi pa
0D(0,1) att

9(2)] < 2P + ]| < 1+ e <4 =42 = |f(2)]. e))
Rouches sats siger da att f och f + ¢ har lika manga nollstéllen i D(0, 1) (rdknat med mul-
tiplicitet), dvs 3 st. Detta betyder att ekvationen har tre 16sningar i D(0,1). Da |f| > |g| pa
0D(0, 1) finns heller inga 16sningar dér, saantalet 13sningar till ekvationen {z : 1 < |z| < 3} dr

antalet 16sningar till ekvationen i D(0, 3) minus antalet 16sningar till ekvationen i D(0, 1), dvs
tva.

3. a) Berikna Laplacetransformen av

f(t) = /t sin u cos(t — u)du.
0

(3p)



b) Anvind (a) for att bestimma f(¢) explicit. (4p)

Losning: a) Vi noterar forst att f(¢) = sint * cost. Enligt sats dr Laplacetransformen av en
konvolution lika med produkten av Laplacetransformerna av de enskilda funktionerna. Vi far

darfor
1 S S

Lf = L(sint)L(cost) = Tl EESIEL

dar vi fick Laplacetransformen av sinus och cosinus fran tabell.

s 1/ 1Y
(s2+1)2 2\s24+1/)°

Enligt sats dr L(tg(t)) = —(Lg)’(s) s vi far att

b) Vi noterar nu att

1
Lf= ﬁ(it sint)
och dérfor

(1) = %tsint.

. LAt S vara cirkelsektorn S := {z : 0 < |z|] < v/2,0 < Arg(z) < m/4}. Bestim bilden av S
under avbildningen

2
24+ 2
1=

(Tips: notera att f(z) ir sammansatt av 22 och ;ﬁ) (7p)

Losning: Avbildningen 22 dubblar argumentet samt kvadrerar absolutbeloppet, s& 22 avbildar
S pa kvartscirkeln S” := {z : 0 < |2] < 2,0 < Arg(z) < m/2}. Lat M (z) := iﬁ vilket
vi ser dr en Mébiusavbildning. D3 f dr sammansatt av 22 och M féljer det att f(S) = M (S').
S" avgrinsas av R, 7R samt C(0,2). Enligt sats avbildar en Mobiusavbildning en cirkel eller
linje pé en cirkel eller linje. Vi noterar att M (oo0) = 1, M (0) = 1/2 samt M (2) = 3/4 sa den
reella linjen avbildas péen cirkel eller linje genom dessa tre punkter, vilket endast kan vara den
reella linjen, alltsd M (R) = R. Vidare i M(—2) = oo, sa bilden av C'(0,2) &r en linje som
passerar 3/4, och pga konformitet bildar den en rit vinkel till den reella linjen, dvs vi far att
M(C(0,2)) = 3/4+iR. Vinoterar att M (2:) = 3/4+1i/4. Igen pga konformitet &r M (iR) en
linje eller cirkel som skér R i rét vinkel i punkten 3/4 samt skér 3/4 + iR i rét vinkel i punkten
3/4 +i/4. Alltsa far vi M(iR) = C(3/4,1/4). Da S” avgrinsas av R, iR samt C(0,2) far
vi att M (S’) avgrinsas av R, 3/4 + iR samt C'(3/4,1/4). Randen till M (S’) kommer ocksa
innehélla punkterna M (0) = 1/2, M (2) = 3/4 samt M (2i) = 3/4 + i/4 vilket ger oss att
F(S)=M(S")={2:0<|2—3/4| <1/4,7/2 < Arg(z — 3/4) < 7}, dvs en kvartscirkel
med radie 1/4 centrerad i 3/4, med vinklar mellan 7/2 och 7.

. Antag att Laurentserien f(z) := Y 50 ax(z — 1)* konvergerar i omrédet {z : 1 < [z — 1| <

5}. Bestdm
f(2)
/W, A1

(7p)



Losning: Vi borjar med att hitta en Laurentutveckling av m centrerad i z = 1 som dr
giltigi {z: 1 < |z — 1] < 5}. Sétt w = z — 1. Vi har da att

1 1 11 1 1 1 & =
z w4+l wl+l/w wl-(-1/w) wkz_%)( )" kz—o( ) w
We also get
1 1\’ > >0
— _ k+1 —k—2
2T () = (ZH ) =2 (-1 ~ 1w
k=0 k=0
and thus
1 - k+1 —k—4 = m
k=0 m=—o0

dir by, := (—1)™T(m + 3) fér m < —4, medan by, := 0 for m > —4. Vi vet nu att

iy (S o) (Z ) Z o

k=—0o0 k=—0o0 k=—o00

dirci, =Y 7 Gk—mbm. Speciellt dr

> aimbm =Y (12— k)ax.
m=—o00 k=3

Da kurvan |z| = 3 dr homotop med |z — 1| =31 {z : 1 < |z — 1| < 5} har vi enligt Cauchys
sats och satsen om Laurentserieutveckling att

/ Ldz = / L)flz = 2mic_q1 = 2m’§:(—1)k(2 — k)ag.
|z ‘

|=3 2%(z — 1)? a1)=3 22(z2 — 1) Pt

. Formulera och bevisa Cauchys integralformel (for funktionen och inte dess derivata). Sp)

LAfisning: Se bok eller férel Ad’sningsanteckningar.

. Lat f vara holomorf i den punkterade cirkelskivan {z : 0 < |z| < 1}. Definiera vad som menas
med att f:s singularitet i O &r i) hidvbar, ii) en pol, eller iii) vésentlig. Bevisa att singulariteten
dr hdvbar om och endast om

lim zf(z) =

z—0

(5p)
Losning: Se bok eller forel Ad’ sningsanteckningar (Proposition 9.5a).

. Lét f(z) vara en hel funktion (dvs holomorf pa hela C). Antag att |f(2)| < (1 + |z|)* for ett
givet k € N. Visa att f(z) dr ett polynom i z, och att dess grad dr hogst k. (5p)



Losning: Enligt satsen om Taylorutveckling sé kan f(z) skrivas som en konvergent potensserie

=3 ame™
m=0

dar

Ay =

oo _ Lo,
|2l

m! 2w Ji_g et

Anta nu att m > k + 1. Enligt uppskattning av kurvintegraler har vi att

1
: / fnSi)ldz <
2l=R ?

lam| = 5=

2

f(z)

max|,|— z 1 k
e X|z=r | f(2)] _(1+R 0

2mht = R™ - Rm™ R—o0

T 27 |z|=R

givetatt m > k + 1. Alltsd dr a,,, = 0 forallam > k + 1, dvs

[e'¢) k
f(z) = Z amz" = Z amz"™.
m=0 m=0
Vi ser alltsa att f(z) &r ett polynom i z av grad hogst k.

Lycka till!
David



