Losningar till Tenta i MVE025/MVE295, Komplex (matematisk) analys,
F2 och TM2/Kf2

2016 10 27, 08.30-12.30

1. Los med hjélp av Laplacetransform begynnelsevirdesproblemet

u” (t) — 20/ (t) + u(t) = te', t >0,

med begynnelsevirdesvillkor u(0) = 1 och «/(0) = 1. (5p)
Losning: Laplacetransformen av ekvationen ger att

S R

YT T o
Enligt rikneregler for Laplacetransformen har vi att £(e') = L5 samt L(tf) = —L(f) s&

speciellt dr

)
L) = (1) <s ! 1) -5 f!1)4.

u(t) = e <1+ i) :

2. Bestim antalet nollstllen till polynomet p(2) := 27 + 23 + 1 i omradena:

Sammantaget leder detta till att far

a) D(0,2) := {z: |z| < 2}, (2p)
b) forsta kvadranten, dvs {z : z # 0,0 < Arg(z) < 7/2}. (4p)
Losning:

a) Vi noterar att da |z| = 2 har vi
|23 +1 <|zP+1=9<128 = 7|
Det foljer dirfor fran Rouchés sats att funktionerna 27 + 23 + 1 och 27 har lika manga nollstillen

i D(0,2), dvs sju stycken di z” bara har ett nollstille, nimligen det i 0, vilket har multiplicitet 7.

b) Kom ihag att vi for en inte nddvindigvis sluten kurva « som undviker origo definierar
1
argvar(y) :=Im | —dz,
v 7

och att vi da ~ dr sluten far att
argvar(y) = 27V (7),

ddr W (~y) betecknar vindningstalet for ~.

Lét yg(t) := Re',t € [0,7/2] och o := [0, R] Uyg U [iR, 0], dvs o dr den slutna kurva som
positivt parametriserar randen till cirkelsektorn {z : z # 0,0 < Arg(z) < 7/2} N{z : |z| < R}.
Vi skriver f(z) := 27 4+ 23 + 1.



Vi studerar forst f lings linjesegmentet [0, R]. Vi har f(z) = 27 + 23 + 1 s& for alla z € [0, R]
ligger f(x) pa positiva reella axeln, vilket betyder att argvar(f([0, R])) = 0.

Nu ser vi pa argumentvariationen lidngs f(yr). For R stort har vi att argumentet for f(vg(t)) =
f(Re™) approximeras av argumentet for (Re®)” = R7e™ dvs Tt, vilket leder till att argvar( f (yg)) ~
77 /2 (t:s variation 4r ju 7/2).

Nu tittar vi pd f:s restriktion till [iR,0]. Vi har f(iy) = —iy” —iy® + 1 = 1 —i(y" + ¢?)).
Speciellt ir argumentet for f(iR) approximerat av argumentet till —i R” dvs —n /2 (vilbestmt upp

till multipel av 27) medan f(0) = 1 har argument 0 (vilbestimt upp till multipel av 27). Da
Ref(iy) = 1 foljer det att argvar(f([iR,0])) ~ 7/2 (ses enklast med figur).

Sammantaget far vi att argvar(f(ogr)) ~ 4m for R > 1. Detta betyde att W (f,or) = 2 for
stora R, och enligt Argumentprincipen fér vi dd att z7 + 2% + 1 har tvé nollstillen i cirkelsektorn
{z:2# 0,0 < Arg(z) < n/2} N {z : |z| < R} for stora R, och alltsd har z” + 23 + 1 tva
nollstillen i forsta kvadranten.

. Berikna integralen

(= = 1) s
/|z+1=2 22 (z + 1)d

pa tva sitt:

a) genom att anvénda residykalkyl, (5p)
b) genom att forst utveckla (2( Jr)l) som en Laurentserie centrerad i punkten —1 och giltig
iomradet {z : |z + 1| > 1}. (Glom inte att sen bestimma integralen!) (5p)
Losning:

a) Funktionen f(z) := (Z( _131) ar holomorf i C férutom i dess tva singulariteter i punkterna 0 och

—1. Bada dessa ligger i det inre av kurvan C'(—1, 2) som vi ska integrera lings. Residyerna av f i
dessa punkter blir enligt kiinda rikneregler

Res (;;(Z_ +1)12>> - <(z ;21)2> L

Residysatsen ger oss dirfor att

samt

—1)2
/ (;7>dz = 2mi(—3+4) = 2mi.
|Z+1|:2 z (Z + 1)

b) Vi borjar med att skriva
(z—1)2 22-22+1 11

= =1—-2—-+ —.
2 22 z+22

z

Vi letar efter en Laurentserieutvecking av 1/z och 1/22 centrerad i —1 och giltigi |z + 1| > 1. Vi
later dérfor w := z + 1, dvs z = w — 1. Eftersom [z + 1| > 1 <= |1| <1 farvi

1 1 1 1 L
_= — = —_ 1 k: k.
z w-—1 wl—l/w wZ /w) Zw

=0 k=—o00



Vi far da ocksa att

/ -1 ! —1 —2
e (B e B

k=—o0 k=—o00 k=—o0

Nir vi sitter samman detta far vi

—2 0o

2 — 2 —1
;2(Zj)1):zj—1 (1—2 S e+i- Y (kj+1)(z_|-1)k> =Y ezt 1)

k=—oc0 k=—oc0 k=—00

diralltsi ¢, = 0fork > 0,¢, = —k —4fork < —3,medanc_; = 1 samt c_o = —2.

Enligt satsen om Laurentserieutveckling har vi att

1 f(2)

L= — — 2 —dz,
276 J)oq1j=2 (2 + 1FH
sa speciellt far vi att
—1)2
/ (ji)dz = 2mic_q = 2mi.
lz+1l=2 2%(2 + 1)

. Hitta en konform avbildning som avbildar omradet G := {z : |z| < 1} N {z : Re(z) > 0} pa:

a) Oppna ovre halvplanet, Sp)
b) C\ R>¢ (dvs C férutom de ickenegativa reella talen). (2p)
Losning: Notera att denna uppgift inte har en unik 16sning utan kan 16sas pa olika stt.

a) Vi borjar med att hitta en Mobiusavbildning M (z) = ij_rs sadan att M (—i) = 0, M (1) =1
samt M (i) = oco. Vi far att M (—i) = 0 = b = ia, vi kan dérfor sitta « = 1,b = i. Vidare

M (i) = oo = d = —ic. Slutligen M (1) =1 = c=idvs

Z+1
iz+1

M(z) =

En Mobiusavbildning alltid avbildar cirklar och linjer pa cirklar och linjer. Vi far darfor att M
avbildar enhetscirkeln pa en cirkel eller linje som innehaller punkterna 0, 1 och oo, vilket maste
vara den reella axeln. A andra sidan avbildar M den imaginira axeln pa en cirkel eller linje som
innehéller punkterna 0 och oo dvs en linje som skér origo. Da enligt sats varje Mobiusavbildning
ar konform sa bevarar M den rita vinkeln mellan enhetscirkeln och imagindra axeln i punkten
—1i, vilket implicerar att den imaginira axeln avbildas pa sig sjdlv. Omradet G begrinsas av just
enhetscirkeln och imaginira axeln och det foljer att M (G) ér ett omrade som begrinsas av den
reella och imaginira axeln, dvs M (G) maste vara nagon av de fyra kvadranterna. Vilken kvadrant
vi far kan ses pa olika sitt; ett sitt 4r att notera att randen till M/ (G) innehaller punkterna M (1) =1
och M (0) = i, vilket ger oss att M (G) dr den forsta kvadranten.

Vi har dessutom att 22 konformt avbildar den forsta kvadranten pi det &ppna dvre halvplanet. Vi
far darfor att sammanséttningen
24\
<iz +1 )




avbildar G konformt pa det 6ppna 6vre halvplanet.

b) Vi noterar att 22 avbildar konformt det Sppna 6vre halvplanet pa just C \ R>¢ sa 2% sammansatt
med var tidigare avbildning, vilket blir

z+i\*

iz+1)
avbildar G konformt paC \ R>.

. Anvind residykalkyl for att berdkna integralen
o0
1
[l
0 ]. + x

(Tips: integrera langs ridnderna till cirkelsektorerna
{z:2#0,0 < Arg(z) <2n/3}N{z:|z| < R},R> 1))
Utfor de nodviandiga uppskattningarna. (7p)

Losning: Lat yp(t) := Re® t € [0,27/3] och o := [0, R]UygrU[Re>™/3, 0], dvs o parametris-
erar positivt randen till cirkelsektorn {z : z # 0,0 < Arg(z) < 27/3} N{z : |z| < R}.

Med hjilp av uppskattning for kurvintegraler far vi att
< sup

1
/ 5dz
v 1 +2 ZE€ETR

1 L |
/ dz:/ R
o 1 +2° o 1+

2mi/3)

P —}
3(R3 — 1) R—o0

1423

Vi har ocksa att

Om vi parametriserar linjesegmentet [0, Re (observera den omvinda orientationen!) med
e>™ /33 2 € [0, R] far vi tack vare att (e2™/32)3 = 23 tillsammans med definitionen av kurvinte-
gral att

/ ;dz = —/ ;dz — —2mi/3 /R ! dx.
[Re2i/3 0] 1+ 23 [0, Re27/3] 1+ 23 0o 1+a3

Vi far alltsd

1 2mi/3 i 1 1
sdz=(1-e ) sdx + sdz —
o 1 +2 o l+=z e 1tz R—o0

— (1— 627”/3)/ dx.
0

R—o0

Funktionen f{ dr holomorf i C forutom i singulariteterna —1,™/3 och e~™/%. Utav dessa
ligger bara ¢™/3 inuti cirkelsektorerna {z : z # 0,0 < Arg(z) < 27/3}N{z: |2| < R},R > 1.
Residyn av f i e™/3 blir enligt rikneregel

1 1 B 1
1423 (z+1)(z — e~ ™/3) memi/3 - (emi/3 +1)(emi/3 — e—mi/3)’

Res i3



sa enligt residysatsen &r

/ 1 d 211
Z = - - - .
on 14 23 (eﬂ'Z/S + 1)(67”/3 _ 6771'1/3)

Sammantaget far vi att

/°° 1 d 2mi
o 1+ 3 (1 _ 627”/3)(67”/3 + 1)(67”/3 _ 6771'1/3)

Di e™/3 = (1 4 i1/3)/2 samt €2™/3 = (—1 + i+/3) /2 leder en enkel utrikning till att
/OO 1 d 27
x = .
o l+a3 3v3

. Formulera och bevisa satsen om Taylorutveckling av holomorfa funktioner. (5p)

Losning: Se boken.

. Formulera och bevisa Rouchés sats. (5p)

Losning: Se foreldsningsanteckningar.

. Lat u och v vara tva harmoniska funktioner i C. Antag dessutom att Vu = Vv pd R
(Vu och Vv betecknar gradienten av u respektive v). Anvénd identitetsprincipen for

att visa att w — v dr konstant i C. (5p)
Losning: Lat p; := %,ql = _% samt f(z) := p1(z) + iq1(z). Pa liknande sitt later vi
P2 1= %, Q2 = _%Z samt g(z) := p2(z) + ig2(z). Vi noterar att da u dr harmonisk sa har vi att

op1  0%u OPu o1

or — 0x2 oy Ay’
En harmonisk funktion ir C? vilket ocksi gor att

op1 0%u 0%u oq

dy  Oydzx - Ox 0y T or’

Detta betyder att f dr C'' samt att dess partiella derivator uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer,
vilket enligt sats implicerar att f &r holomorf (i hela C). Exakt samma resonemang kan appliceras
pa funktionen g, dvs g dr ocksa holomorf i C.

Antagandet att Vu = Vo pa R siger att f = g paR. Om vi nu tar féljden a,, := 1/n,n € N,
sa dr detta en foljd av distinkta punkter i C som konvergerar mot en punkt i C, ndmligen 0. Da
uppenbarligen f(ay,) = g(ay,) for alla n sé foljer fran identitetsprincipen att f = g ihela C. Vi far
alltsa att Vu = Vv ihela C. DaC dr en 6ppen och sammanhingande méngd foljer det fran sats att
u — v dr konstant i C.

Lycka till!
David



