Laboration i Fourieranalys, TMA132
Signalanalys med snabb Fouriertransform

Den har laborationen har tva syften: dels att visa lite pa hur den snahb&iFo
transformen fungerar, och lite om vad man bor tdnka pa nar den anvands;tdels at
verkligen testa den pa ett par exempel.

Laborationen bestar av flera delar. Naturligtvis ar det bast att géra dem aitaatn
gora en del av dem &r battre an att inte géra nagon.

De olika delarna ar

1. Att analysera en ren sinussignal med olika samplingsfrekvens, dch aniital
sampel.

2. Att studera 6verforingsfunktionen for ett linjart filter, och sedanhur “brus”
passerar filtret

3. Att studera effekter av ickelinjariteter i filter.

Allmant om diskret och snabb Fouriertransform

(Detta ar ermycket kortfattad beskrivning; 1as ocksa i boken)
Lat f(t) : R — R vara en signal, och lat

fw) = / F()et de 1)

vara dess Fouriertransform. Vi skall forst anta fthr bandbegransadd.v.s. att det
finns en konstanf) sa attf(w) = 0 om |w| > Q. Samplingssatsen sager da att om
man kénnerf(t,) i punkternat, = ng, d.v.s. i praktiken méste man ha minst tva
sampel per period for den hogsta tillatna frekvensen. Om det dessutonatimsan

bara ar intresserad a\(t) i ett begransat intervall, sdy< ¢t < T, racker det alltsa

att betraktaV = T'Q/n sampelpunkter (antalet maste naturligtvis anpassas sa att det
blir ett heltal). Om vi med detta menar att funktionen ar 0 utanfor detéanial, maste
antagandet om bandbegransning vara felaktigt: ingen funktion somlartanfor en
begransat intervall kan vara bandbegransad; men under lampliga farmigéattblir

inte felet sa stort.

Nu antar vi attf (¢) = 0 utanfor intervalle{0, T]. D& borde samplingssatsen innebara
att det skulle racka att vetff{w,,) for w, = n%” for allajwy,| < Q.
For att snabbt komma fram till den diskreta Fouriertransformen véljaf gch satter

n=N-1
an = f(nT/N) M Z ane—i27rmn/N (2)
n=0

och hoppas, som Folland, att, atminstone|faf << N skall a,, vara en bra approx-
imation av f(w,,). Man ser i alla handelser enkelt ast, ar periodisk med period
och darfor racker det att betraldg,, 0 < m < N — 1.



Och precis som for Fouriertransformen finns det en formel for att ber@knam a.,
ar kanda:

1 N-1
_ i2rmn/N
ay, = N Z ei2rmn (3)

m=0

Problemet ar nu att for man skall fa nagon noggrannhet i berakningarnadetiast

N ar stort, och da blir det kostsamt att utféra berakningarna: dit koefficienter att
berakna, och for varje skall en summa mel¥ termer berdknas, i allv2 operationer.

Men det finns ett séatt att gora berékningarna mycket snabbare, det som kallas snab
Fouriertransform (FFT).

Antag forst attV ar delbart med 2V = 2N;. Da kan man skriva

N1—1 N1—1
~ —i2 2n/2N- —i2 2 1)/2N-
by, = § : asne 27m2n/2N1 + § : Goni1€ 2rm(2n+1)/2N; (4)
n=0 n=0
N1—1 N1—1
— —i2rmn/N- —i2mm /N —i2rmn/N-
= E aoné€ /Ni o 4e / E a2pt1€ /N (5)
n=0 n=0

Om man tittar efter ser man att den férsta summan ar en diskret Fouriertraressfale

N; jAmnakoefficienternans,, och den andra summan av 8 uddakoefficienterna
asn+1. OM Vi skriverad, ocha for de udda respektive jamna koefficienterna, och
motsvarande for DFT-versionen, sa far vi

b, = G, + 72N gy for 0<m<N —1=N/2-1 (6)
och (eftersond?, ochay, ar periodiska med periali;)

am = a0, _n, +e 2Ny for Ni<m<N-1. (7)
Kostnaden for att berékréd, ocha¥, &r i storleksordningeRNZ = N2 /2 operationer.
Forutom det gar det at en multiplikation och en addition peralltsd sammanlagt
N2 /2 + N operationer ( en operation raknas i dessa sammanhang ofta som en addition
och en multiplikation). Kostnaden har halverats. Men den stora vinstan@domiV,

i sin tur &r ett jamnt tal, s& att aveés, ocha®, kan beréknas pé liknande sétt, och s&
vidare. Optimalt resultat far man oM = 2%, samst far man orW &r ett primtal (fér

da kan man inte gora nagot alls at kostnaden).

Av detta skal vill man ofta valj@& som en tvapotens, och om man har ett antal sampel-
varden som ligger nara en tvapotens kan det se ut som en god ide att helt gikelt f

pa med s& manga nollor som behdvs. Det gors i alla handelser ofta kerakiiand.

Men i matlab faktoriseras istallé¥ i s& manga primfaktorer som majligt, och vinner
den berakningstid som gar.



Laborationsuppgift 1

Det enklaste ar att géra dessa uppgifter med hjalp av matlab, och jag har adpassat
beskrivning till det. Men den som &r intresserad av mer kompliceradegrogerings-
uppgifter far garna gora det p& annat satt.

Denna del av laborationen handlar bara om att bekanta sigffined matlab. Boérja
med att starta matlab och l&sa manualbladefttill

1. Sampla signalefi(t) = sin(10t) + 2 cos(15¢) N gangeriintervalled < ¢ < T,
darT = 100, i.e. skapa en vektor = [x(1), x(2), ..... , X(N)] ,
darx(k+1) &r det k-te stickprovet (“samplet”) av signalen. Observera att num-
reringen av vektorelement i matlab alltid startar med 1. Berékna den diskreta
Fouriertransformen ax med hjalp av funktionefft , och plotta realdel, ima-
ginardel och absolutbelopp av resultatet. Valj ett antal alkéstora och sma)
och se hur resultatet forandras. Forklara utseendet pa graferna.

2. Tva klassiska satt att modulera en radiovag for att Gverfora till peétal ar
amplitudmodulatioroch frekvensmodulatiari_at oss som ett exempel betrakta
en barfrekvens p& = 30 MHz (allts& kortvagsbandet), och antag att “talet”,
den signal man vill 6verfora bestar av signaliin). Den modulerade signalen
kommer da att ha utseendet

fa(®) = cos(vt)(1 + ad(t)) (am), och (8)
fr(t) = cos(vt + a¢(t)) (fm). 9)

| bada fallen & en konstant som bestammer modulationsgraden.
Lat nur = 50, och lata: = 0.2, och antag att

¢(t) = sin(4¢) + 0.5 cos(8t). (20)

Plotta den modulerade signalen, och dess spektrum (med hjafip ay for
amplitud- och frekvensmodulation.



Laborationsuppgift 2

En vanlig typ av “signal” &r brus. Det innebar aftt) pa nagot satt ar slumpvis fordelat.
En samplad signal som vi &r intresserade av har kan ha olika beteende. E#(&y; att
ar helt oberoende av varandra, till exempel normalférdelade. Med matlab kansen sad
brussignal (medv sampel) genereras genom

phi = randn(1,N)

En annan slags brus uppstar om istaliét, 1) — % (t,) ar oberoende slumptal. |
matlab kan man skriva t.ex.

psi(1) = phi(1);

for j=2:N, psi(j)=psi(j-1)+phi(j); end

(For att fa ett mer realistiskt brus borde man har egentligenbiyi@) i summan
mot phi(t)*sqrt(dt) , dardt = At = ¢,,1 — t,, men det ger bara ett fel med en
konstant faktor, och for vart andamal spelar det ingen roll.

Jamfor resultaten mellan foregaende exempel och:

psi(1) = phi(1);

for j=2:N, psi(j)=phi(j-1)+phi(j); end

e Skapa en brussignahi(n) ochpsi(n) enligt ovanstdende. Plotta tidsse-
rierna, och studera aven spektrum med hjalp av FFT-algoritmen (i Matlab, ti
exempel).

e Med hjalp av spektralanalys kan man férsoka hitta signaler i brus. Radunsi-
dan finns en lank till en fil som innehaller sampel fran en brusig signal, saimpl
Over ett tidsintervall pa 10 sekunder. Himta hem den, las in den i matlab, och
undersok om det finns nagot i den som liknar en signal. Ange i sa falgtydl
frekvenser, och deras relativa amplit@BS. Datafilerna genereras individuellt
till var och en som hamtar den. Félj instruktionerna for nedh&mtnitepadra-
tionsrapporten skall identfikationstafedl anges.

o Ett enkelt filter kan modelleras med en differentialekvation
V" (t) + 2kv'(t) + W?u(t) = f(2); (11)

har arf(t) insignalen, ochv(¢) utsignalen. Denna deluppgift bestar i att mata in
den bruse#(t) som beskrivits ovan och plotta spektrum for utsignalen. | matlab
kan man gora det pa detta sétt:



— Konstruera en matlabfunktion, en ditledef.m , som innehéaller definitio-
nen av differentialekvationen, enligt

function outl = odedef(t,y)
global tlist flist; % tlist &r vektorer som
% innehaller sampeltidpunkter
% och sampelvarden for
% insignalen
a=0.3; % dampning
b=110.0; % omega"2
outl = [y(2); ...
interpl(tlist,flist,t) ...
% detta skapar en interpolerad
% funktion av (tlist, flist)
-a*y(2)-b*y(1)];

— Skapa sen en matlab skriptfil till exempel sa har:

% globala deklarationer

global tlist flist

N = 10000;

Tmax = 10.0;

dt = Tmax / N;

tlist = dt : dt : Tmax;

% skapa en insignal ...

flist = 10*randn(1,N);

[ T, v ] = oded5(odedef, tlist, [0, 0]);

Efter korning av denna fil, innehdllenj,1)  I6sningen vid tid¢;, och
v(j,2)  innehaller ldsningens derivata.



Laborationsuppgift 3

Denna del av laborationen handlar om ickelinjariteter och hur dessa paveekausp.

e En forstarkare skall idealt sett vara linjar, utsignadét) skall vara proportionell
mot insignaleny (¢):

v(t) = Kf(t). (12)
En riktig forstarkare kan tankas istallet ge en utsignal pa formen
v(t) = Kf(t) + bf(t)* + cf (¢)° (13)

Lat £(t) = cos(10t) eller £(t) = cos(10t) + sin(13t), och studera utsignalens
spektrum for olika varden pioche. Gor ocksa en teoretisk analys for att for-
klara resultatet.

e Vi gar tillbaka till filtrets differentialekvation, men modifierar den enrami
V" (£) + bo(t) (1 + nu(t)?) = A cos(wt) (14)

| denna ekvation har dampningen tagits bort, men en ickelinjar (kubisk)har
tillkommit. Ekvationen brukar kallas Duffingekvationen. Studera spek av
l6sningerv(¢) som ovan, for olika kombinationer &yn, w och A. Studera ocksa
vad som hander om hogerledet ersatts av en summa av tva cosinusfunkigaher
olika frekvens. Forsok att motivera resultatet teoretiskt.

Rapport och bedémning av laboration

Laborationen ar inte obligatorisk, men kan ge hogst 6 (2/uppgiftubpoéng vid ten-
tamen. Aven en delvis utférd laboration ger viss poang. For att fa betkgiBén som
helhet kravs, forutom de vanliga kraven vid tentamenstillfallet, &vetabtirationen
har utforts.

Rapporten skall innehalla en beskrivning av den utférda laboratiotekmifter av plot-
tar i den man som behdvs for att forklara resultaten, samt de berakningdueddins
for att motivera resultaten.

Rapporterna far garna vara handskrivmaler forutsattning att de skrivs med laslig
handstil!

Rapporterna skall vara inlamnadbsolut senast mandagen 06.mars



