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TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing, LOSNIGAR

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Bevisa med hjélp av rekurrenta formler att

a) [y Jo(s)Ji(s)ds = 5 — L Jo(z)?
Losning: Man har fran (5.13)
Ji = J§, 4 [y Jo(s)Ji(s)ds = — [ Jo(s)Jg(s)ds = —% [ (Jo(s)?) ds =
—5(Jo(s)*)§

b) [y Ji(s)J2(s)ds = § — £ Jo(x)? — Ji(2)%. Losning: Derivera ekvationen
som man vill bevisa. Man far J1Jo = —JoJj — 2J1J]. Ersétter Jj =
—Ji:

Ty = Jody — 20,7,

delar med Jy, far Jo = Jy — 2J] — och det &r (5.18), for v = 1. S& &r
derivator i var formel lika ned varandra. I punkten z = 0 har vi 0 pa
vanster leden, och ocksé 0 pa hoget sida eftersom Jy(0) = 0, J;(0) = 0.

2. Hitta andragradpolynomen P(z) som minimerar f_ll |sinz+1—P(x)|?|z|dz.
Losningen. Andragradpolynom P har formen P(z) = az? + bz + c. For
att anvinda approximationssatsen, maste man framstélla polynom som
kombination av ortogonala funktioner m.a.pé skaldrprodukten med vikt
w(z) = |z|. Funktioner fo = 1 och fi; = z &r redan ortogonala. Funk-
tionen z? #r ortogonal med f; men inte ortogonal med fy. S& soker vi
en kombination fo = z? — kfg, s& att < fo,fo >= 0. Vi beriiknar:
< z? fo >= f_ll 2?|z|dr = 1/2, < fo, fo >= f_ll |z|dz = 1, s& har ekva-
tionen < 2% — kfq, fo >= 0 lésningen k =< 22, fo > / < fo, fo >=1/2,
fo=2%-1/2
Nu soker vi Fourierkoefficienter fér funktionen F'(z) = sin(z) med avseende
pa ortogonala systemet fo, f1, fo- S& har vi < F, fy >= fil(sinw +

Dizlde = 1, < F, fi >= fil(sinm + 1)z|z|dz = 2 4 2sinl — 4cos 1,
< F, fa >= f_ll(sin:H— 1)(z? —1/2)|z|dz = 0. Bésta approximationen ges
av polynomen ) < F, f; > H;:# som ar lika med

z/||z||>(2+2sin1—4cos 1)+1/||1||2. Till slut beriiknar vi normer, ||z||?> =
[t #?|z|de = 1/2, ||1]|* = 1. Svaret: P(z) = 2(2 4 2sin1 —4cos 1)z + 1.

3. Hitta harmoniska funktionen w(z,y) i 6vre halvplanet som satisfierar
randvillkoren u(z,0) = 1,0 < z < 4, u(z,0) = 0,z > 4 uy(z,0) =
0,z <O0.

Lésningen: Vi gor konforma avbildningen av vart problem till problemet
i en kvadrant vilket vi vet hur att losa. Vi betecknar, som vanligt,
z = z + iy och gor konforma avbildningen w = & +in = F(z) = 23
Ovre halvplanet avbildas vid den avbildningen till den férsta kvadranten,
halvaxeln z > 0 avbildas till reella halvaxeln & > 0, halvaxeln z < 0
avbildas till den imagindra halvaxeln n > 0. I nytt omrade, fér den
nya funktionen v(w) = v(§,n) har vi ekvationen Av = 0 i kvadranten
¢ =0,n =0, med gransvillkoren v(£,0) = 1,0 < £ < 2, v(,0) =0,& > 2,
ve(0,m) = 0, > 0. For att 16sa det sista problemet, fortsatter vi funktio-
nen v som en jamn funktion till hela 6vre halvplanet (som i problem 4.4.4
V.g.V.
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i Fishers bok). Den utvigdade funktion ska satisfiera Laplaceekvationen i
halvplanet n > 0, med grénsvillkoret v(£,0) = 1,-1 < ¢ <1, v(£0) =0
utanfor (—1,1). Funktionen v hittar med hjélp av Poissonformeln

1

1 o0

Den sista integralen beriknar vi med hjilp av variabelbyte 7 = 5~ (t —¢),
dt = ndr,

a-=9

v(&,n) = %/_1;5 72::_ 1d7‘ = %(arcta,n(1 ; 6) — arctan(_ln_ f))

Funktionen u(z) = u(z,y) hittar vi med regeln u(z) = v(F(z)). For att
gora det, hittar man &7 fran ekvationen (z + iy)Y/? = (€ + in), eller
(z +iy) = (€ +in)? = €2 — n? + 2i¢n. Vi 16ser systemet &2 — n? = =z,
2&én =y, och vi ar intresserade av 16sningar for vilka &, > 0. Ldsningen

A/ 2 2 \/ T2 2_
av systemet ger: ¢ = \/w, n = \/W. Vi sétter det i

uttrycket for u:

1— Vz2+tyi+z 1 Vzity?+z
2 — arctan 2

/$2+y27$ /$2+y27w
2 2

1
u(z,y) = - arctan

4. Funktionen f(6) &r 2r-periodisk, och f(f) = cosf, % < 0 < 3T och f(6) =
0 for 0 < 6 < § och 3{ < 0 < 2w. Utveckla f i komplex Fourierserie.
Bestdm sedan en 2n-periodisk 16sning till ekvationen

y'+3y =1
Losning:
1 3m/2 )
Cn = — cosze "dz
27 /2
1 [37/2 ) )
_ g , (e + ¢ @) e Moy
™
1 3n/2 .
— 4_ (ez(l—n)z + 6(_1_n)w)d(1}
T Jr/2
1 3m/2 ke
= 4_(In71 + In—|—1)aIk = € d.
4 w/2

Vi berédcknar Iy separat. Vi har Iy = . For k # 0,

. — —2kx\OT ? —3KT —RT
Iy = (—ik) ™" (7™ )2/42: E(e Bh/2 _ gk,
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For jamna k har vi Iy = 0. For udda k = 2] + 1,

1 ; ; 2
T — —4(3ml+-3n/2) _ —i(ml4m/2)y 1
20+1 2l+1(€ € ) 2l+1( )

Vi kommer till uttryck fér ¢,. Fér n udda n # 1,n # —1, &r bade n — 1
och n + 1 jdmna och icke-noll, sa blir C,, = 0. For n = 1,—1 har vi

— — 1 —
Cl =C-1 = EIO = 1.
For n jamna, n = 21,

1 1 2 l 2 -1
Cal = E(Imﬂ + Ig—1)+1) = E(él + 1(_1) + 92 — 1(_1) ) (1)
1 1 1 1 (-1

R AR S R it T S

for att 16sa ekvationen, soker vi y(x) som en Fourierserie, y(z) = Y y,e"™®
och sétter in i differentialekvationen. Vi kommer till en serie av ekvationer
for yg:
_n2yn + 3yn = ¢n,
eller
Cn,
3—n?

Yn =

5. Funktionen f(¢) definieras som f(£) = fil(l — |z])?/3e~*¢dz. Berikna
Joo E1(6)%dE.
Lésning: Betecknar h(z) = (1 — |z)2/3|z| < 1, h(z) = 0, |z| > 1. D& har
vi f = h. Eftersom funktionen h &r jimn, s& [ h(z)sin(z€)dz = 0 och

dirfor ar f(¢) reellt, f(€) = |f(€)|. Enligt derivataregeln, i¢ f (&) = h! ().
Satter in i integral:

/_ h E1(€)%de = ||lEf (O = |lief ()P = || (€)I]* = (Parceval) = 2x||I (z)||*.

Den sista normen beréknar vi direkt. #'(z) = 2(z + 1)_§,$ <0, h(z)=
4
5.

-2(1- x)_%,m > 0, darfor [ |W'(z)|? = 3. Svar: 8T

6. Lds problemet

Uy = 2Us + U, O0<z<1,t>0
u(0,t) = 0,u(1,t) =1 u(z,0) ==z

Losning:

Forst behover man ett forberedelsesteg, eftersom vi har ett ohomogent
gransvillkor, u(1,t) = 1. S& soker vi en enkel funktion ug som satisfierar
gransvillkoren ug(0,t) = 0,ug(1,£) = 1. Man kan ta en linjar funktion
uo(z,t) = = och soka 16sningen i formen u(z,t) = ug(z,t) +v(z,t). Sitter
det in i ekvationen och griansvillkoren och kommer till

V.g.V.
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Upy = 20 +v + 7, O<z<1,t>0
v(0,t) =0,v(1,t) =1 wv(z,0) =0

Soker elementéra 16sningar i formen

v(z,t) = X(z)T(t)
, satter in i homogena ekvationen:

X"T =2XT' + XT.

Delar variabler, XTH -1= 2TT’ = —A. For X far Sturm-Liouville problem

X" —X = -2X,X(0) = X(1) = 0. Allmina losningen har formen
X(z) = Asin(v/A — 1z) + Bcos(vV A — 1z). Sétter in i gransvillkoren, far
B=0,sin(v/A-1)=0,VA-1=mn, A=\, =702 +1,X = X, =
sinmnz,n = 1,2,.... Nu soker vi 16sningen till partiella diffekvationen i

formen av serie
o

v(z,t) = Z T, (t) sinTnz.
n=1

Sétter in i ekvationen:
Z(—(wn)Q)Tn (t)sinTnz = 2 Z T! () sinTnz + Z T, (t) sinmnz + x.

Multiplicera den sista ekvationen med sin(wkz) och integrera. Endast
termen med n = k 6verlever, och vi far

1 1 !
5(—(7rk)2)Tk(t) =TL(t) + iTk(t) +/ z sin(mkz)dz.
0
Den sista integralen &r lika med CEUMgs for T (t) kommer vi till
ekvationen kil
1 -1
T;, = _i(Wk)Q +1)Ty — %

Begynnelsevillkoret for T, far vi fran Begynnelsevillkoret for v, dvs T (0).
Vi lser ekvationen for T} ( det ar en separabel ekkvation) och far

2(_1)k+1k(1 _ (20

O = G

Svar:

2(=1)kH! (L (k) o
u(z,t) = Z m(l —e \2 ) sin(kmz).

7. a) Huvudide av FFT

b) Definition och exempel pé reguljara och singuljira Sturm-Liouville
problem

8. Definiera vad som menas med derivatan av en distribution. Motivera
definitionen. Visa att §' = § dér 6 ar Heavisides stegfunktion.

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen berdknas fardigrattas fredagen,
12. mars.
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