Tentamen i flervariabelanalys for F1
(mve035), 10-01-14

uppg. 1

® (z,y, 2) = cosh (z — y)+sinh (y — 2)+x—2 dr CY, F(z,y,2) = grad ® (z,y,2) =

= (sinh (z — y) + 1, —sinh (z — y) + cosh (y — z), — cosh (y — z) — 1).

a) ®(a,a,a) =1, ¥, (a,a,a) = —2 # 0, implicita funktionssatsen ger da att
det finns en omgivning till (a, a,a) dir nivaytan @ (z,y,z) = 1 4r en
funktionsyta z = f (z,y) , f &r C' och f (a,a) = a; f, fas genom att derivera
D (z,y, f (z,y)) med avseende pa y: kedjeregeln ger
Q-0+ -1+ @) - f) =0, det ger f; (a,a)= —2%22373 =-Z% =3

b) divF (z,y,z2) = &}, + &y, + 7, =
= (sinh (z — y) + 1)/, +(—sinh (z — y) + cosh (y — z));—i—(— cosh(y —2) — 1), =
= 2(cosh (z — y) +sinh (y — 2)) # 0 = F &r inte ett rotationsfilt i R3.

c) C:r=r(t)= (sin(%),cos(mt),t): 0 L5 2 &r en C'—kurva

2
fran 7 (0) till 7 (2), alltsd &r [Fedr = [grad ® (r(t))  r' (¢t) dt =
C 0

:z%q)(r(t))dt:<I>(r(2))—<I>(r(0)) =®(0,1,2) — ®(0,1,0) =

=cosh1l —sinh1 —2 — (cosh1+sinh1) = —2 — 2sinh 1.
Ekvipotentialytan ® (z,y,z) =1 och kurvan C:
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uppg. 2

f(x,y)zl-l-%, DZ{(ZL‘,y) : 1§$§9,—3\/E§y§3\/5}
Omradet D,  kroppen K och ytan Y:
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c) —2 —2sinh1




Volymen av K = {(z,y,2) : (z,y) € D,0<z < f(x)} & m(K)

=£ff(m,y)dxdy—lf<_3;ji (Hé’%) dy) dw=f9<2 [y+gf;]3ﬁ> dz =
:2?’(3\/E+g\/5)dx:2{5x%ﬁ: 10 (27 — 1) =260.

Arean av Y = {(z,y,2) : (z,y) € D,z = f (z)} ir m(Y)
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:{)f\/1+(fa’:($,y))2+(f (z,y)) dmdy—ff\/ ( )24—(3—3 ? dzdy =
Yy

)
9 3 13V
:ff1/1+$+£dxdy:f< i (1—|—nyg>dy>da::f(2[ +%}0 )da::
D 1 —3/x 1

9 119
:2]‘(395%+gx—%)da¢=2[2x%+9m}l:2(54+27—2—9) —140.
1

svar: ’m(K) =260, m(Y) = 140‘

uppg. 3
. e~(=—?
0= {(e.02)  (0.9) € B0 2 < g b st f (.92 = e

Q &ar obegrénsad, [[[ f (z,y,2) dzdydz dr generaliserad, &ven i origo, f > 0;
O

vi véljer som uttémmande foljd for Q och f med D, : |z|+ |y| < n
Q, = {(x,y,z) t(z,y) € Dp, Lt <2< W} (n € N) och bersknar

e
(22 14(ztv)

Sfl{ff(xayvz)dxdydz ff\/m g f

S o B
:[{[e = (2 (ki — VE T ) dedy =

dz | dedy =

substituera: * —y=wu, x+y=wv, da blir
D —n<u<n d(uv)_ 1 -1 5
’ —n<v<n’ ( ) 1 1 -
Tor —u d(z,y . "
j;lfne 2(1+U2—f 1+v2)’d(uu) dudv = ["jamn"]
= f e’ 9 {arctan’u _ 1“(”% Vn)] du = 4 <arctann B 1n(n+f\/: 2+1)) feiUQdu,
—-n 0 0

alltsa blir  [[[ f (z,y, z) dzdydz = lim [[[ f(x,y, z) dedydz =
Q n—oo G

e w14 /11 L
[ln(n+\/£2+l) = IHTZ + iy tar) <1+\/%+"2) —> 0] (r —0) lim 2fe_“ du = /.

n—oo

svar: | m/T



uppg. 4

v = (—xz,yz,2y) ir C* i R3.
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a) —— —~=| 0 2z y Y=Yl o1 1 =001 1 | =
(@9,2) y z 0 1 1 0 1 1 -1

= 2 # 0, inversa funktionssatsen ger att v dr bijektivt lokalt i (1,1,1).

rotv = (z —y,—x —y,0) # (0,0,0), det ger att v inte &r konservativt.
b)LatD:c+y <1ochfmy V1—22+y% D C Dysty

l—a?+y? >a?+ 92 —2?+y> > 0.

Flodet ut ur kroppen K = {(z,y,2) : (z,y) € D,0< 2z < f(x,y)}

med utatriktat enhetsnormalfilt n &r

F_agvondS—//vondS+//'vondS+ //vondS =

Y D %
S
skta fiodet B2 n=0.0-1) yom f () ml| (< 2, £01)

= F+ [[(0,0,2y) (0,0, 1) dzdy-+
D

£f (—x\/l -t yQ,y\/l -t yz,xy)o(\/l z2+y2’ \/1:;{2+y2 ) 1) dxdy =
—F+ff( zy —a? — y? + ay) dody = F — ff(:c +y2) dady =
= fff d1v vdrdydz = fff —z4240) dxdydz =0, alltsd &r

2w 1

1
F= ([ (562 + y2) dxdy = [poldra koordinater] f f r3drdp = 2w [ ]0 =7.
bo) 2

Obs: n for ytan Y ér inte C° i £ (1,0) (en nollmangd), men v @ n ir C°.
Alternativt kan flodet beriiknas direkt genom att parametrisera ytan Y
t. ex. sd hiir: Y : r=1r(p,t) = (cos (¢),sin(p),t), (p,t) € Q=
= {((p,t) < ep<m 0<t< \/2sin2<p}: rfp x 1}, = (cos g, sin p, 0) och
F = [[(—tcosp,tsing,sinpcosp) ® (cosp,sing, 0) dedt =
Q

T \/2sin?

= [[ (sin® p — cos? ) tdpdt = [ (—cos (2¢)) {ﬁ}
0

-7

dp =

= ] (—eon (20) (1 = cos (20))) dp = | (*—” ~cos (2¢)) dg = %




uppg. o

Satt f (z,y,2) =z +y+ 2z och g (z,y,2) = zyz — 1 med

Dy =Dy ={(z,y,2);2 >0,y >0,z > 0}; f och g & C*.Vi skall visa att f
antar det minsta viirdet 3 under bivillkoret ¢ (x,y,z) = 0, dvs. da (z,y, 2) ligger
pa nivayten g (z,y, z) = 0 (pa funktionsytan Y : z = %y, x>0,y >0).
ANM.: Issningen visar att f(z,y,2) > 3 = f(1,1,1) for (z,y,2) # (1,1,1).
Det ger ett bevis for "% > ¥zyz med likhet endast for x = y = 2" (hur?)!
Losning 1: eliminera z = xiy:

Bestidm det minsta virde som h(z,y) =z +y + wiy antar dd z > 0,y > 0:

h;(aj,y)zl—ﬁzo
h;/(x,y)zl—w—g}\zo
=0 EZ} r=y = 2°=1 = (1,1) #ér den enda stationira punkten,
h(1,1)=3. Pa D = {(a@y) ;% <z< 3,% <y< 3} antar h ett storsta och ett
minsta véirde ty h dr kontinuerlig och D &r kompakt, antingen i en inre punkt
(enda mojliga &r (1,1)), eller i en randpunkt:

rand It o= §, 5 Sy <3 h(gy)=g+y+5>g+5+5>3

Stationéra punkter: { = y—ay=ay(x—y) =

929 y =9
rand 2:  =3,5 <y < 3: h(3,y):3+y+% > 3. Eftersom h(x,y) = h(y,z)

sa giiller h(x,y) > 3 for alla (z,y) € 0D, alltsd &r 3 det minsta viirde som h
antar pa D. Utanfor D ér h(z,y) =z +y+ %y > 3: klart om x > 3 eller y > 3
0chom:c<%ochy<é;omx<éoch%<y<3(ellery<%0ch%<:c<3)
si ar h(§,y) = %+y+§ >3 (h(z,5) =2+ 5+ 2 >3)s.0. (hantar ¢j ett
storsta virde ty t.ex h(a,a) = 2a+ % — oo di a — o0).
Losning 2: med Lagrange:
gradyg (z,y, 2) = (yz,zz,2y) # (0,0,0), alltsd 16ser extrempunkter
gradf = Agradg, dvs. det finns Ay sa att

fo = 2og;, 1= Aoyz

fo=2Xogy :§ 1=Xzz = (Aozyz=) z=y=2 = 2°=1,alltsa:

! ! bivillkoret
fz = Aogz 1= )‘Oxy

enda kandidaten &r (1,1,1) (inre punkt i Dy).

For att visa att f antar i (1,1, 1) sitt minsta viirde argumenterar vi som ovan:
Pa den kompakta méngden {(x,y, 2);(z,y) €D, z= ﬁ} (Y &r sluten ty m—ly
dr kontinuerlig) antar f ett storsta och ett minsta virde, enda inre punk-
ten 1 {(z,y,2);(z,y) € D, 0 <z} dr (1,1,1) med f(1,1,1) = 3; i punkter
(2,.2) med (z,y) € 9D, dvs. (5,5.2), (2.5,2), (3,0, ) och (2,3, %), ar
f(z,y,2) >3 (s.0.), alltsd antar fi(1,1,1) ett stringt minimum f (1,1,1) = 3,
dvs. vi har visat f (z,y,z) > 3 for alla (z,y,2) € Dy (och f(x,y,2) = 3 endast
for (,y,2) = (1,1,1)).



