
Tentamen i �ervariabelanalys för F1
(mve035), 10-01-14

uppg. 1
� (x; y; z) = cosh (x� y)+sinh (y � z)+x�z är C1, F (x; y; z) = grad� (x; y; z) =
= (sinh (x� y) + 1;� sinh (x� y) + cosh (y � z) ;� cosh (y � z)� 1).
a) � (a; a; a) = 1, �0z (a; a; a) = �2 6= 0, implicita funktionssatsen ger då att
det �nns en omgivning till (a; a; a) där nivåytan � (x; y; z) = 1 är en
funktionsyta z = f (x; y) ; f är C1 och f (a; a) = a; f 0y fås genom att derivera
� (x; y; f (x; y)) med avseende på y: kedjeregeln ger

�0x � 0 + �0y � 1 + �0z � f 0y = 0, det ger f 0y (a; a) = �
�0y(a;a;a)

�0z(a;a;a)
= � 1

�2 =
1
2 .

b) divF (x; y; z) = �00xx +�00yy +�00zz =
= (sinh (x� y) + 1)0x+(� sinh (x� y) + cosh (y � z))

0
y+(� cosh (y � z)� 1)

0
z =

= 2 (cosh (x� y) + sinh (y � z)) 6� 0) F är inte ett rotationsfält i R3.
c) C : r = r (t) =

�
sin
�
�t
2

�
; cos (�t) ; t

�
: 0

t�! 2 är en C1�kurva

från r (0) till r (2), alltså är
R
C

F�dr =
2R
0

grad� (r (t)) � r0 (t) dt =

=
2R
0

d
dt� (r (t)) dt = �(r (2))� � (r (0)) = � (0; 1; 2)� � (0; 1; 0) =

= cosh 1� sinh 1� 2� (cosh 1 + sinh 1) = �2� 2 sinh 1.
Ekvipotentialytan � (x; y; z) = 1 och kurvan C:

svar: a) 1
2 b) nej c) �2� 2 sinh 1

uppg. 2
f (x; y) = 1 + y2

2x , D = f(x; y) : 1 � x � 9;�3
p
x � y � 3

p
xg.

Området D, kroppen K och ytan Y :

1



Volymen av K = f(x; y; z) : (x; y) 2 D; 0 � z � f (x)g är m (K)=

=
RR
D

f (x; y) dxdy =
9R
1

 
3
p
xR

�3
p
x

�
1 + y2

2x

�
dy

!
dx =

9R
1

�
2
h
y + y3

6x

i3px
0

�
dx =

= 2
9R
1

�
3
p
x+ 9

2

p
x
�
dx = 2

h
5x

3
2

i9
1
= 10 (27� 1) =260.

Arean av Y = f(x; y; z) : (x; y) 2 D; z = f (x)g är m (Y )=

=
RR
D

q
1 + (f 0x (x; y))

2
+
�
f 0y (x; y)

�2
dxdy =

RR
D

r
1 +

�
�y2
2x2

�2
+
�
2y
2x

�2
dxdy =

=
RR
D

q
1 + y4

4x4 +
y2

x2 dxdy =
9R
1

 
3
p
xR

�3
p
x

�
1 + y2

2x2

�
dy

!
dx =

9R
1

�
2
h
y + y3

6x2

i3px
0

�
dx =

= 2
9R
1

�
3x

1
2 + 9

2x
� 1
2

�
dx = 2

h
2x

3
2 + 9x

1
2

i9
1
= 2 (54 + 27� 2� 9) =140.

svar: m (K) = 260, m(Y ) = 140

uppg. 3

 =

n
(x; y; z) : (x; y) 2 R2; 0 � z � 1

1+(x+y)2

o
; sätt f (x; y; z) = e�(x�y)

2q
(1+(x+y)2)z

.


 är obegränsad,
RRR



f (x; y; z) dxdydz är generaliserad, även i origo, f > 0;

vi väljer som uttömmande följd för 
 och f med Dn : jxj+ jyj � n

n =

n
(x; y; z) : (x; y) 2 Dn; 1n � z �

1
1+(x+y)2

o
(n 2 N) och beräknar

RRR

n

f (x; y; z) dxdydz =
RR
Dn

e�(x�y)
2q

(1+(x+y)2)

0@ 1
1+(x+y)2R

1
n

1p
z
dz

1A dxdy =
=
RR
Dn

e�(x�y)
2q

(1+(x+y)2)

�
2
�q

1
1+(x+y)2

�
q

1
n

��
dxdy =

=
RR
Dn

e�(x�y)
2
�
2
�

1
1+(x+y)2

�
q

1
n

q
1

1+(x+y)2

��
dxdy =24 substituera: x� y = u, x+ y = v, då blir

D0
n :

�
�n � u � n
�n � v � n ,

d (u; v)

d (x; y)
=

���� 1 �1
1 1

���� = 2
35

=
nR
�n

nR
�n
e�u

2

2
�

1
1+v2 �

1p
n
p
1+v2

� ��� d(x;y)d(u;v)

��� dudv = ["jämn"]
=

nR
�n
e�u

2

2

�
arctan v � ln(v+

p
v2+1)p
n

�n
0

du = 4

�
arctann� ln(n+

p
n2+1)p
n

�
nR
0

e�u
2

du,

alltså blir
RRR



f (x; y; z) dxdydz = lim
n!1

RRR

n

f (x; y; z) dxdydz ="
ln(n+

p
n2+1)p
n

= lnnp
n
+

ln
�
1+
q
1+ 1

n2

�
p
n

�!
n!1

0

#
= (� � 0) lim

n!1
2
nR
0

e�u
2

du = �
p
�.

svar: �
p
�

2



uppg. 4
v = (�xz; yz; xy) är C1 i R3.

a)
dv

d (x; y; z)
=

������
�z 0 �x
0 z y
y x 0

������ i (1;1;1)=

������
�1 0 �1
0 1 1
1 1 0

������ =
������
�1 0 0
0 1 1
1 1 �1

������ =
= 2 6= 0, inversa funktionssatsen ger att v är bijektivt lokalt i (1; 1; 1).
rotv = (x� y;�x� y; 0) 6= (0; 0; 0), det ger att v inte är konservativt.

b) Låt D : x2 + y2 � 1 och f (x; y) =
p
1� x2 + y2. D � Df ty

1� x2 + y2 � x2 + y2 � x2 + y2 � 0.
Flödet ut ur kroppen K = f(x; y; z) : (x; y) 2 D; 0 � z � f (x; y)g
med utåtriktat enhetsnormalfält n är

F =
RR
@K

v � ndS =
ZZ
Y

v � ndS

| {z }
sökta �ödet F

+

ZZ
D

v � ndS

| {z }
n=(0;0;�1)

+

ZZ
~Y

v � ndS

| {z }
~Y :z=f(x;y);nk(�f 0x;�f 0y;1)

=

= F+
RR
D

(0; 0; xy) � (0; 0;�1) dxdy+RR
D

�
�x
p
1� x2 + y2; y

p
1� x2 + y2; xy

�
�
�

xp
1�x2+y2

; �yp
1�x2+y2

; 1

�
dxdy =

= F +
RR
D

�
�xy � x2 � y2 + xy

�
dxdy = F �

RR
D

�
x2 + y2

�
dxdy =

=
RRR
K

div vdxdydz =
RRR
K

(�z + z + 0) dxdydz = 0, alltså är

F=
RR
D

�
x2 + y2

�
dxdy = [polära koordinater] =

2�R
0

1R
0

r3drd' = 2�
h
r4

4

i1
0
=�
2 .

Obs: n för ytan ~Y är inte C0 i � (1; 0) (en nollmängd), men v � n är C0.
Alternativt kan �ödet beräknas direkt genom att parametrisera ytan Y
t. ex. så här: Y : r = r ('; t) = (cos (') ; sin (') ; t) ; ('; t) 2 
 =
=
n
('; t) : �� � ' � �; 0 � t �

p
2 sin2 '

o
: r0' � r0t = (cos'; sin'; 0) och

F =
RR



(�t cos'; t sin'; sin' cos') � (cos'; sin'; 0) d'dt =

=
RR



�
sin2 '� cos2 '

�
td'dt =

�R
��
(� cos (2'))

h
t2

2

ip2 sin2 '
0

d' =

=
�R
0

(� cos (2') (1� cos (2'))) d' =
�R
0

�
1+cos(4')

2 � cos (2')
�
d' = �

2 .

svar: a) v är bijektivt lokalt i (1; 1; 1), ej konservativt b) �
2

3



uppg. 5
Sätt f (x; y; z) = x+ y + z och g (x; y; z) = xyz � 1 med
Dg = Df = f(x; y; z) ;x > 0; y > 0; z > 0g; f och g är C1:Vi skall visa att f
antar det minsta värdet 3 under bivillkoret g (x; y; z) = 0, dvs. då (x; y; z) ligger
på nivåyten g (x; y; z) = 0 (på funktionsytan Y : z = 1

xy , x > 0, y > 0).

ANM.: lösningen visar att f (x; y; z) > 3 = f (1; 1; 1) för (x; y; z) 6= (1; 1; 1).
Det ger ett bevis för "x+y+z3 � 3

p
xyz med likhet endast för x = y = z" (hur?)!

Lösning 1: eliminera z = 1
xy :

Bestäm det minsta värde som h (x; y) = x+ y + 1
xy antar då x > 0; y > 0:

Stationära punkter:
�
h0x (x; y) = 1� 1

x2y = 0

h0y (x; y) = 1� 1
xy2 = 0

=) x2y�xy2 = xy (x� y) =

= 0 =)
xy 6=0

x = y =) x3 = 1 =) (1; 1) är den enda stationära punkten,

h (1; 1) = 3. På D =
�
(x; y) ; 19 � x � 3;

1
9 � y � 3

	
antar h ett största och ett

minsta värde ty h är kontinuerlig och D är kompakt, antingen i en inre punkt
(enda möjliga är (1; 1)), eller i en randpunkt:

rand 1: x = 1
9 ;

1
9 � y � 3: h(

1
9 ; y) =

1
9 + y +

9
y �

1
9 +

1
9 +

9
3 > 3

rand 2: x = 3; 19 � y � 3: h(3; y) = 3 + y +
1
3y > 3. Eftersom h (x; y) = h (y; x)

så gäller h (x; y) > 3 för alla (x; y) 2 @D, alltså är 3 det minsta värde som h
antar på D. Utanför D är h (x; y) = x+ y + 1

xy > 3: klart om x > 3 eller y > 3
och om x < 1

9 och y <
1
9 ; om x < 1

9 och
1
9 < y < 3 (eller y <

1
9 och

1
9 < x < 3)

så är h
�
1
9 ; y
�
= 1

9 + y +
9
y > 3 (h

�
x; 19

�
= x + 1

9 +
9
x > 3) s.o. (h antar ej ett

största värde ty t.ex h (a; a) = 2a+ 1
a2 !1 då a!1).

Lösning 2: med Lagrange:

gradg (x; y; z) = (yz; xz; xy) 6= (0; 0; 0), alltså löser extrempunkter
gradf = �gradg, dvs. det �nns �0 så att8<:
f 0x = �0g

0
x

f 0y = �0g
0
y

f 0z = �0g
0
z

:

8<: 1 = �0yz
1 = �0xz
1 = �0xy

=) (�0xyz =) x = y = z =)
bivillkoret

x3= 1, alltså:

enda kandidaten är (1; 1; 1) (inre punkt i Df ).

För att visa att f antar i (1; 1; 1) sitt minsta värde argumenterar vi som ovan:

På den kompakta mängden
n
(x; y; z) ; (x; y) 2 D; z = 1

xy

o
(Y är sluten ty 1

xy

är kontinuerlig) antar f ett största och ett minsta värde, enda inre punk-
ten i f(x; y; z) ; (x; y) 2 D; 0 < zg är (1; 1; 1) med f (1; 1; 1) = 3; i punkter

(x; y; z) med (x; y) 2 @D, dvs.
�
1
9 ; y;

9
y

�
,
�
x; 19 ;

9
x

�
,
�
3; y; 13y

�
och

�
x; 3; 13x

�
, är

f (x; y; z) > 3 (s.o.), alltså antar f i (1; 1; 1) ett strängt minimum f (1; 1; 1) = 3,
dvs. vi har visat f (x; y; z) � 3 för alla (x; y; z) 2 Df (och f (x; y; z) = 3 endast
för (x; y; z) = (1; 1; 1)).
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