Ovningar till Flervariabelanalys
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. Ytan Y ges av x = ucos(v), y = usin(v), z = uv dir v? < v < 4. Beriikna // ds.

Y

YtanY gesaver=u+v,y=ul+v’, 2 =ur, dir0<u+v<1,0<u—v<Ll

Berdkna arean av Y.

. Beriikna arean av rotationsytan som fas da y = 2, 0 < z < 1 roterar kring x-axeln.

Berikna arean av rotationsytan som fas da y = tanx, 0 < x < %, roterar kring
x-axeln.

Berikna arean av ytan som ges av 22 = 2yz, 0 <z <y och 1 < 2% +¢% < 9.

. Berdkna arean av den del av ytan z = \/2xy, som ligger ovanfor triangeln med hérn

i(0,0),(0,1) och (2,1).

Bestdm en ekvation for rotationsytan som uppstar da kurvan z = eV? roterar kring
a) z-axeln  b) z-axeln (i xyz-rummet).

Bestdm arean av ytan z = /22 — y? ovanfor triangeln 0 <y <z < 1.

Berikna arean av den rotationsyta, som erhalles da z =t — t2, y = 4—*3/5 32,0 <
t <1, roterar kring  a) z-axeln, b) y-axeln.

Vi betraktar alla cirklar som gar genom origo och har sin medelpunkt pa hyperbeln
xy = 1. Berdkna arean av den del av planet genom vilken ingen av dessa cirklar
passerar.

(a) Berdkna arean av ytan r = (scos ¢, ssing, s+ ¢),0 < s<1,0< ¢ < 7/2.

11 2
(b) Bestam ytans tangentplan i punkten (5, 2 g + %)
Beridkna arean av den yta som bildas vid rotation av funktionskurvan

y = %(el‘ +e7),0 <z <1, runt z-axeln.

Beridkna arean av den yta som bildas vid rotation av funktionskurvan y = sin z,
0 <z <, runt x-axeln.

(a) Lat X > 0 och beridkna arean A(x) av funktionsytan z = e “siny,
0<x <X, 0<y< 2.

(b) Berikna limy . (A(X) — 27 X).

Givet en sfir S i R® med radien R och tvi parallella plan som biigge skir sfiren
S. Lat h beteckna avstandet mellan planen. Visa att arean av den del av sfaren S
som ligger mellan planen dr en funktion av R och h och ar oberoende av hur planen
ligger i forhallande till sfarens tyngdpunkt.
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Berikna // (x +y+2)dS diar Y ér ytan som ges av
Y
x =wucos(v), y = usin(v), z = u(cos(v) +sin(v)), 0 <u <1, 0 <wv < 7/2.

. Berdkna // (x 4+ 2y)dS dar Y ar triangelytan med hornen (1,0,0), (0,0,3) och
Y

(0,3, -9).

. Berédkna, // V2 —y?—22dS, dir Y ar rotationsytan som fas da y = sinx, 0 <
Y

x < m, roterar kring z-axeln.

Berikna // (,0,y) - NdS, dir Y ges av z = u +v, y = v? — v?, 2z = uv med
Y

orientering given av normalen nedat, 0 <u <1,0<v < 1.

Berékna // (cosz, —sinz,0) - N dS,
Y

dir Y bestims av x = u + v, y = u’v, 2 = u — v, och (u,v) tillhor triangelomridet
med horn i punkterna (0,0), (27,0) och (27, —27). Orienteringen av N &r given sa
att N -(0,1,0) > 0.

Bestam flodet av filtet u = (2,0, z%) nedifrin genom den del av ytan z = 22 + 3>
som ligger 6ver kvadraten |z| < 1,|y| < 11 zy-planet.

Berékna flodet genom ytan 2z+3y+62 = 12, z,y, 2z > 0 for vektorfiltet (182, —12, 3y)
(riktningen &r bort fran origo).

Berikna flodet av (xy, —z% x + 2) bort frin origo genom ytan 2z + 2y + z =
6, z,y,z > 0.

Beriikna // (y°, 2%, ) - NdS, dir Y dr den del av ytan z = 4 — 22 — 32 som ligger
Y

over planet z = 2x + 1, orienterad med normalen nedat.

Sok flodet av filtet w = (x,y,0) ut genom enhetssfiren.

Sok totala flodet ut fran ytan av tetraedern oz +y+2 <3, x >0,y >0, 2 > 0 av
faltet u = (22,92, 2?)

1
Visa att volymen av en kropp K, ér lika med 3 // (x,y,2) - NdS, dir N ar den
oK
utatriktade enhetsnormalen.

K={(z,y,2):a? +y*+ 22 <4, 2 +y* > 1}.

Berikna // (x +yz,y—xz,2z—€e"siny) - NdS
oK

Berikna // (% + 9%, 2y,32) - NdS, dir Y ges av 22 + y? + 22 = 1 med normal
Y

utat.
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Berikna // w- NdS, u = (2%y% 2* + a?), dir Y &r halvsfiren 22 4+ y? 4 2% =
Y
a’, z>0och N-(0,0,1) > 0.

Berikna // (4z + y,0,2z + 52) - NdS, diar YV ér sfiren 22 + y? + 22 = 1 med
Y

utatriktad normal.

Berikna // u- NdS, dir u = (eV¥?, 4z + 3y + sinzz,1 + 2?) och Y ges av 2? +
Y

y? 4+ 22 =1, z > 0, med uppatriktad normal.

Berékna // c|r|™r-NdS, dir Y ir ellipsoiden 322 + 7y? 4+ 1322 = 6 och N pekar
1%

utat.

Berikna // (0,0,2%) - NdS, dir Y &r mantelytan av konen med toppen i (0,0, 1)
Y

och bas z = 0, 22 + y? < 1. Normalen pekar utat.

Berikna ]{ ydx + zdy + x dz dir C dr skiirningskurvan mellan ytorna a2 +y2?+ 22 =
c

a? och x +y + 2 = 0, orienterad si att integralen blir > 0.

Beriikna /(y —2)dr + (z —x)dy + (x — y)dz, dir yges av 2 + y> = 1,z + 2 =1
7

och genomlops ett varv moturs, sedd fran punkten (1,0, 1).

Berikna /zdx + xdy 4+ ydz, dir v, som ges av cirkeln i planet  + 2y + 2z = 5 med
0

medelpunkt (1,1,1) och radie 3, genomlops ett varv moturs, sedd fran origo.

Berékna /ydx + (2z — z)dy + (3xz + 2y)dz, dér ~ dr cirkeln i planet x = z med

v
medelpunkt i origo och radie 1, genomlopt sa att x avtar da (0,1,0) passeras.

Berdkna /xdy — ydz, dir ~y, som ges av z = 22 + 4% och z = 2z, genomldps ett

varv moturs sedd fran (0,0, 1).

Beriakna kurvintegralen / F -dr, dir F = (xy,y*z,12) och C &r
c

a) kurvan r = (2 41,2t 4+ 1,3t2+ 1) med 0 — 1
b) stréckan fran (1,1, 1) till (2,3, 4).

Visa att fialtet w = ((1 + z)e” Y, ze®¥ + 2y, —2z) dr konservativt genom att finna
en potential for det. Berdkna f7 u-dr, dir v gar langs kurvan (cost,sint,t), 0 <
t<m/2.

Antag att F = (2z + 2xy, 2% + 2yz, y? + 32?). Berikna: a) div F b) rot F
¢) (om mojligt) en potential f(x,y, z) till F
d) [LF-dr,dir Cirao=(+1)/2,y= (> +1)/2, 2 = (£’ —3)/8;1 - 2.
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Tangentplanet till funktionsytan z = e*~¥ + 22 i punkten (1, 1,2) skiir paraboloiden
z = 2% + y? lings en kurva . Berikna f7 F-dr da F = (z,7y,y) och d& v antages
positivt orienterad sedd fran punkten (3/2,—1/2,0).

Lat C beteckna den ellips lings vilken planet z = 2x + 2y + 1 skir paraboloiden
z = 1?4+ y? + 2. Kurvan C antages positivt orienterad sedd fran punkten (0,0, 10).
Berékna kurvintegralen [, F - dr da

_ (z,9,2)
a) F= \/(12+y2+z2)(1007w2fy27z2)
b) F = (2%y — z, 2zy2,y).

Berékna // F-NdS, da4 F = (zy,z,z) och K dr den kropp i R? som definie-
0K
ras av olikheterna 2% + y> < 1, 22 + 22 < 1 och z > 0 (N betecknar utétriktad

enhetsnormalvektor).

Lat kurvan v i R3? vara skiirningen mellan konen 222 +y? = 2? och planet x + 2 = 1.
Beriikna kurvintegralen f7 2?ydz+ (v —y+2)dy+ (2 +¢e**)dz, di + orienteras moturs
sedd uppifran.

Berékna F-NdS, dir F = (z,yz,2%), Y ér randen till (den sneda) cylindern

Y
(r —2)2 +y*> < 2z <1och N ir den utatriktade enhetsnormalen till Y.

Lat Y = {(z,y,2) € R 2? +y>+ 2> =1 och z,y,2 > 0}. Berikna [[, F'- NdS,
da

F= (""" 22y In(1+2°+13>+2%)) och N = (z,y,2).

Lat F = (ye®™ + y?23, re®™ + 2zy23, 3wy?2?).

(a) Berédkna rot F' och div F.
(b) Berikna f7 F -dr, d& v ar striickan fran (0,2,0) till (1,1, 1).

(a) Kroppen K i R? definieras av olikheten (22 + y* + 2%)® < 2. Beskriv kroppen
med hjilp av rymdpolédra koordinater.

(b) Berdkna [[,. u-NdS, da u = (zy? 2y, 1), dir N betecknar utatriktad en-
hetsnormalvektor.

(a) Planet 2z — y + 4z = 3 skiir paraboloiden z = 2? + y* lings en kurva 7 i

rummet. Vilken punkt pa kurvan ligger ndrmast origo?
(b) Bestam kurvans tangent i denna punkt.
(c) Berikna f7 w-dr, da u = (ye" + z,ze", z) och da kurvan ~ ar positivt orien-

terad sedd ovanifran.

Betrakta filtet F = ( 2 4 9zIn(z + 2), 1 i) Beriikna

T+z P x4z

(a) / F-NdS, dar Y ar randen till kroppen 1 <z +y <4, 0<z—-y<2,1<

Y
T + 2z < 2 och dir N betecknar utatriktad enhetsnormalvektor.
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(b) [, F -dr,dér C &r kurvan z = t, y = t*, 2 = 1 + ¢ fran punkten (0,0,1) till
punkten (1,1,2).

Berakna

/ (y + 2*)dx + (2° + 2)dy + (z + y)dz,
c

diir C' ges av skiirningen mellan ytorna z = 4 — 22 —y? och x+y +2 = 0 (genomlopt

ett varv) med en sadan riktning att kurvintegralen blir icke-negativ.

Lat C vara en godtyckligt orienterad cirkel i planet Az + By + Cz = D och sitt
F(z,y,z2) = (y,2z,3z).

Berikna absolutbeloppet av kurvintegralen fc F-dr.

// rot F'- N dS,
Y

dar F(z,y,2) = (22 —y?> + 3z, y?> + 22 — 2z, 22 — 222 +y) och Y ges av den del av
paraboloiden z = 4 — 22 — y? som ligger ovanfor ytan z = 2 och orienterad si att
vektorn (0,0, 1) bildar spetsig vinkel med enhetsnormalen N till ytan.

Berakna

SVAR 12. 2(2 +sinh 2)
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dar R ar cirkelns radie
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