KLASSIFICERING AV STATIONARA PUNKTER - HESSIANEN

Detta dokument &r ett supplement till matieralet i avsnitt 2.6 i PB och bestar av tva avsnitt:

e Binéira kvadratiska former
e Matrisformulering
e Generalisering till fler variabler

Materialet i det forsta avsnittet ska betraktas som examinerbart. Materialet i det andra och
tredje avsnittet ar “frivilligt”, dock kan anvéndas fritt vid undersckning av funktioner av fler &n
tva variabler. Dessutom &r det bra att vara bekant med ordet Hessian(matris), som forklaras
mot slutet.

I bokens sa tacklas varje uppgift genom att gora en explicit kvadratkomplettering av uppgif-
tens kvadratiska form, men nér antalet variabler 6verstiger tva sa saknas en uppenbar metod for
att ga tillviga med detta. I synnerhet Sylvesters sats, som anges mot slutet pa detta dokument,
ar ett sitt att ta sig runt detta problem.

Bindra kvadratiska former. Se boken s. 99-100 for definitioner av termerna lokalt mawi-
mum, lokalt minimum, lokal extrempunkt, stationdr punkt.

DEFINITION. En funktion @ : R? — R pa formen
(1.1) Q(z, y) = Az® + 2Bxy + Cy®, A, B, C € R,

kallas for en bindr kvadratisk form. Se boken s.102 for definitionerna av begreppen positiv defi-
nit, negativ definit, indefinit, semidefinit for bindra kvadratiska former.

SATS 1. For formen Q 1 gdller:
(i) Om AC — B? >0 och A > 0 sd dr Q positiv definit.
(ii) Om AC — B? > 0 och A <0 sd dr Q negativ definit.
(i4i) Om AC — B% < 0 sd dr Q indefinit.
(iv) Om AC — B? =0 sd dr Q semidefinit.

BEvIS. Om A # 0 sa kan ([L.1]) skrivas om till

() + o (4

Om AC — B? > 0 s #r uttrycket inom |[...] alltid positiv (pga kvadraterna) och lika med noll
endast da = + %y = 4% =0, dvs endast da (x,y) = (0,0). Tecknet hos hela HL av bestdms
saledes av tecknet hos A. Detta bevisar (i) och (ii).

Om déremot AC — B2 < 0 sa kommer uttrycket inom [...] att kunna anta bade positiva och
negativa virden, som bevisar (iii) i fall A # 0. Man kan fora ett motsvarande resonemang om
C # 0, bara lat 2 och y byta roller. Om A = C = 0 sa ir AC — B? = —B?. Detta #r aldrig
positivt, och &r lika med noll endast da B = 0. I sa fall har vinu A = B = C = 0 och @ &r
tydligen semidefinit, i enlighet med (iv). Om A = C' = 0 och B # 0 sa &r Q(z,y) = 2Bxy, vilket
kan uppenbarligen anta bade positiva och negativa virden beroende pa tecknen hos x och y.
Da é&r (iii) helt bevisat.

Det som atersar &r att betrakta fallet d& AC — B? = 0, men minst ett av A och C r skilt fran
noll. Fran symmetrin kan vi anta att A # 0 sa att giller och blir till Q(z,y) = A (z + %y)z.
Det dr klart att Q(z, y) har alltid samma tecken som A, men Q(z,y) = 0 lings linjen z+ %y =0.
Q &r saledes semidefinit, i enlighet med (iv). [ |

(1.2) Qr,y)=A




ANMARKNING. De fyra fallen ovan técker alla mojligheter for koefficienterna A, B,C' ty om
A =0 sa kan AC — B? inte vara striangt positiv.

SATS 2. Ldt f : R?2 — R och antag att € C3 fér enkelhets skull. Ldt (a, b) vara en statio-
nédr punkt till f. Sitt A = fya(a,b), B = fay(a,b) och C = fyy(a,b). Da gdller:

(i) Om AC — B? >0 och A >0 sd dr (a, b) ett lokalt minimum for f.

(ii) Om AC — B2 >0 och A <0 sd dr (a,b) ett lokalt maximum for f.

(i) Om AC — B% <0 sd dr (a,b) en sadelpunkt for f.

ANMARKNING. Om AC — B? = 0 sa ger Sats 2 ingen information om den stationiira punk-
tens karaktér. I sadana fall maste man antingen titta lingre ut i Taylorutvecklingen av f i
(a, b) eller anvéinda annan kunskap man har om just denna specifika f.

BEVIS AV SATS 2. Satsen f6ljer direkt fran Sats 2.6.12 i boken plus Sats 1 ovan.

Matrisformulering. Sitt « = [ z ], M = [ g g ] Da kan |i skrivas 1 matrisform

(1.3) Qx) = " M.

Det kompelxa talet \ siigs vara ett egenvdrde till matrisen M om det(M — Al2) = 0. Skriver man
upp detta explicit sa blir det en kvadratisk ekvation for A (som kallas for M:s karakteristiska
ekvation):

(1.4) M — (A+C)\+ (AC - B =0.

Man kan kontrollera att de tva losningarna A; och Ay (som kan sammanfalla) dr alltid reella tal
och att det finns féljande samband med Sats 1:

SATS 3. (i) Om A\ > 0 och A2 > 0 sa dr Q positiv definit.
(11) Om A1 < 0 och Ay <0 sa dr Q negativ definit.
(111) Om A1 >0, Xy < 0 eller vice versa sa dr Q indefinit.
(iv) Om AiAa = 0 sa dr Q semidefinit.

Dessutom gar det att bevisa (standard linjér algebra) att det finns en ortogonalmatris P (dvs

en matris sadan att PT = P~1) sddan att M = PTDP, D = [ )(\)1 )(\) ] Detta kallas for en
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ortogonaldiagonalisering av matrisen M. Den medfor i sin tur att, om vi utfér variabelbytet

[ N ] =y := Px, sa omvandlas 1) till

w
(1.5) Q(z, w) = A\ 2% + Aow?.
Konstatera att Sats 3 foljer ldtt fran denna framstéllning av Q.

Generalisering till fler variabler. En kvadratisk form i n variabler &r en funktion pa formen

n
(16) Q(:El, . ,:En> = ZCLMQZZQ + ZQaij$i$j7 aij € R.
i=1 i<j
Sétter vi @ = [z122 ... ZL‘n]T och later M vara den symmetriska matrisen som har talen a;;

ovanfor diagonalen sa kan ([1.6)) skrivas i matrisform som i (1.3). Den karakteristiska ekvationen
till M blir nu en n:te grads polynomekvation. Det finns en sats i linjar algebra som séger att
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alla egenvérdena till en symmetrisk matris ar reellaﬂ och att man kan alltid hitta en ortogonal-
diagonalisering av M och saledes ett variabelbyte sadant att Q kan framstéllas som

(1.7) Qr, - yn) = Y Ny
i=1

Fran (1.7) foljer nu latt:

SATS 4. Lat Q wvara en kvadratisk form i n variabler med tillhorande egenvirden A1, ..., \y.
Da gdller:

(i) Om alla A\; > 0 sa dr Q positiv definit.

(ii) Om alla \; < 0 sa dr Q negativ definit.

(111) Om Xy > 0 for nagot i och A\j <0 for nagot j, sa dr Q indefinit.

(iv) Q dr positiv semidefinit (resp. negativ semidefinit) om \; > 0 for varje i (resp. A\j <0
for varje i) och A\ = 0 for minst ett i.

Sats 4 &r svart att tillimpa direkt for n > 2 ty man maste forst l6sa en n:te grads ekva-
tion for att hitta egenvirdena. I praktik dr detta sillan ett problem ty det dr ldtt att uppskatta
egenvirdena med hjélp av en datorberdkning, och det &r bara tecknen hos egenvirdena som spe-
lar roll - férutom nér ett av egenvirdena #r noll, men detta dr ekvivalent med att det(M) = 0
och en determinant kan berdknas mer effektivt via Gausselimination. Vill man ha ett exakt
kriterium som kan tillampas direkt dock kan man anvinda foljande sats, vars bevis vi avstar.
OBS! dock att da n = 2 sa dr satsen ekvivalent med Sats 1 ovan.

SYLVESTERS SATS. Lat QQ vara en kvadratisk form i n variabler, med tillhorande symmetris-
ka matris M. For i = 1, ...,n, lat M; vara i X i matrisen i M:s ovre vanstre horn, och lat
d; := det(M;). Da gdller:

(i) Om d; > 0 for varje i, sa dar Q positiv definit.

(ii) Om d; > 0 for jamna i medan att d; < 0 for udda i, sa dr Q negativ definit.

(iii) Om d,, # 0 men varken (i) eller (i) gdller, sa dr Q) indefinit.

(iv) Om d,, = 0 sa dr Q varken positiv definit eller negativ definit. Q kan vara antingen
semidefinit eller indefinit.

Vid tillampning till klassificering av stationdra punkter hos en funktion f(z1,...,z,) av n
variabler sa viljer man a;; = fy,z;(a) i (1.6, dér a &r den stationdra punkten ifraga. Tillho-
rande matrisen M kallas for Hessianen till f (i punkten a). Speciellt viktigt som alltid &r fallet
n=2:om f = f(x,y) sa dr Hess(f) = [ Jaw Jay .

fey  fyy
ANMARKNING. Under diskussionen ovan har vi antagit att f € C3. Men man kan bevisa att
teorin gar igenom sa linge f € C?. Vi avstar fran detaljer.

IDenna sats har anvindning inom kvantmekanik, déar egenvéirdena tolkas som energinivaer.
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