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OBS!

Motivera dina svar vil. Det &r i huvudsak tillvigagangsséitten och motiveringarna som ger poing,
inte svaren. Notera att ingen (b)-uppgift 4r beroende av motsvarande (a)-uppgift.

Uppgifterna

1. Lat f(z, y) = 1+3;;-Zi/-y2'

(a) Bestdm riktningsderivatan for f i punkten (3, 1) och i riktning mot punkten (4, 4).
Bestam ocksa ekvationen for tangentplanet till funktionsytan z = f(z, y) i punkten
(3,1, ).

(b) Motivera, utan att aberopa derivator av nagot slag, varfor f(x, y) antar bade att
storsta och ett minsta viirde i den slutna kvadranten D = {(x, y) € R? : 2 > 0, y >

0}. Bestdm sedan dessa virden (eventuellt med hjélp av derivator nu).

2. Lat (z, y) och (r, 0) beteckna de vanliga Cartesiska och poliira koordinaterna i R%. Bevisa
att for en godtycklig C2-funktion f av tva variabler giller

O 0P 10f 10
ox2 oy or?2  ror 12002

3. (a) Berikna f02 Sl_xQ ”jﬁ: dy dz.

(b) Bestéim, med bevis, virdet av [ e~ da.

Var god viand!

(5p)



(a) Bestdm f7 2cosydr+ (% — 2z sin y) dy + % dz, dér v &r rakstrickan fran (0, 2, 1) till
(1, 7, 2).
(b) Lat F : R® — R"™ vara ett kontinuerligt vektorfilt definierat i en bagvis samman-

hingande 6ppen mingd 2 C R™. Om kurvintegralen f7 F - dr ar oberoende av vigen,
bevisa att F har en potential i €.

(OBs! Det récker att ge beviset for n = 2 om du sa vill).

(a) Bestdim §(e® + 6xy) do + (82% 4 siny?) dy, déir C = 9D och D = {(z, y) e R? : 1 <
2?2 4+y2 <9, 2>0,y >0}

(b) Bestédm arean av omradet D = {(z, y) € R?: 22/3 +¢%/3 < 1}.
(Trps: Sitt 2 = cos®t, y = sin3 ).

. Lat Y7 vara den del av ytan z = 22 + 32 som begriinsas av ytan Y5 : 22 + y? = 4.

(a) Skissa Y7 och Y5 och berikna ytarean hos Yj.
(b) Lat K vara omradet som begrinsas av Y7, Y och zy-planet. Bestdm flodet ut ur K

av vektorfiltet F(z, y, z) = (y, —x, 2°). Hérled viirdet av [f, F - NdS, dir N &r
normalen med en positiv z-komponent.

. Forz >0ochy>0,lat F(z, y) = [}~ e_mt;e_ytdt. Bevisa att F(z, y) = In ().

. Vilka av foljande formler stimmer, for alla 3-dimensionella C?-skalirfilt ¢, respektive C2-
vektorfalt F 7 Om du hdvdar att formeln stdmmer ge ett bevis. Om du hidvdar motsatsen
ge ett motexempel.

(a) V- (Vg) =0

(b) Vx (Vg)=0
(c) V- (VxF)=
(d) Vx(VxF)=

Lycka till!

(3p)

(3p)

(5p)

(7p)



Loésningar Flervariabelanalys F/TM, 170607

1. (a)
I = 1+ 22+9y?)-1—(z+y)2z B 14+ y% — 22 — 2xy @31 13
o (1+ 22+ y?)? (4224922 12U
I = I+ +y?) - 1—(z+y)2y 1+2%—y*—2zy 3,1 3
A (1+$2+y2)2 - (1 42 +y2)2 1217
Ritkningen av intresse dr (4, 4) — (3, 1) = (1, 3) och riktningsderivatan &r

a— L __ 4

Tangentplanets ekvation lyder i allménhet

Z— 20 = fz(it — xo) + fy(y - yo)-

Inséttning av (xo, Yo, 20) = (3, 1, —141) samt virdena ovan for f, och f, ger
4 13 3
o 2 r— Z (y—1)= - = 13z — 1212 = 80.
- 121(93 3) + 121(y )= =13z — 3y + 1212 = 80

(b) f(0,0) = 0 och f antar endast icke-negativa virden da = > 0 och y > 0. Saledes &r
noll det minsta vérdet som antas i kvadranten. Det dr ocksa klart att f(z, y) — 0
da antingen |z| eller |y| — oo, som innebér att det storsta vérdet for kvadranten
kommer att antas i en tillrickligt stor axelparallell rektangel, sig, med x- och y-
axlarna som tva av dess sidor. Det aterstar alltsa att kolla alla kritiska punkter till f
inom kvadranten samt kvadrantens rand. Fran (a) ser vi att i en kritisk punkt géller
1+y2—x2—2xy:1+x2—y2—2xy20:>x:y:1—2$2:O:>x:yzi.

V2

Vi har f (%, %) = % Nér det géller randen sa bestar den dels av den positiva
xz-axeln och dels den positiva y-axeln. Eftersom f(z, y) = f(y, ) sa ricker det att

kontrollera xz-axeln. Vi har g(x) = f(z, 0) = 1352+ | en kritisk punkt fér g giller
0=¢g(zx)="--= i;i;, sa x = 1 ty x maste vara positivt. Da dr g(1) = 1+112 =1
Slutligen, eftersom % > % sa ar % det storsta virdet som f antar i kvadranten.
2. Enligt kedjeregeln har vi forst
fr:f;tl'r'f'fyyr:Cosgf:v"i‘Sinefy- (1)
Derivera en gang till m.a.p. r och notera att 90/0r = 0 sa far vi nést
frr = Cose(fzxxr + fxy:Ur) + Sing(fy;rxr + fyyyr)
= 08 0(cos O fr + sin 6 fy) + sin6(cos O f ., + sin b fyy)
Fev=fue 02 frz + 28in 0 cos 0 fy + sin? 0., (2)

Nu deriverar vi m.a.p. 0 i stéillet. Forst,

fo = faxo + fyyo = r(—sinbf, + cosbf,).
Derivera en gang till med hjilp av produktregeln (och notera att dr/96 = 0) sa far vi

foo =1 [_ cos 0 f, — Siﬂ9(fm:$9 + fa:yyH) — sin ny + COSH(fyml'e + fyyye)]
= —r(cosff, +sinff,) +
7 [=sin0(fox(—rsind) + fuy(rcosd)) + cos O( fyz(—rsind) + fyy(rcosd))]

FeyZfve —7(cos O fy + sinff,) + r?(sin® 0 fop — 25in6 cos 0 foy + cos 0 fyy). (3)

Fran (1), (2), (3) och den trigonometriska ettan ser vi att

1 1
frr + *fr + 7f99 = fa:a: + fyya V.S.V.
r r2



3.

(a)

Integrationsomradet ges pa formen D = {(x,y) : 0 < 2 < 2,0 < y < 4 — 22}
Det kan lika vil ges som D = {(z,y) : 0 <y < 4,0 < x < /4—y}. Sa vi byter
integrationsordning och raknar:

4 2y 14—y 1 4 1
e
dy/ xdm:/ eWdy=-(e—1).
/04—3/ 0 2.Jo 1 )

Av symmetriskil sa ar fooo e~ dy = % ffooo e~ dz. Den senare integralen dr /7 - se
Exempel 21 i avsnitt 6.6 i boken. Sa svaret dr /7 /2.

Integralen &r pa formen va - dr, diar F(x, y, z) = (2 cos Yy, % — 2xsiny, %) Filtet
F luktar potentialfilt. For att bestimma ¢ sadan att V¢ = F sa integrerar vi i varje
koordinat:

= /F1 dx =2z cosy + fi(y, z),
¢ = /F2 dy =Iny + 2xcosy + fa(z, 2),
b= /ngz =Inz+ fi(z, y).
For konsekvens kravs

d(x,y, z) =2xcosy +Ilny+1nz+C.

Da har vi att
/F-dr:¢(1, m2)—¢0,2,1)=(-2+In7m+In2) - (0+1In2+0) =Iln7 — 2.
.

Sats 9.4.3 1 boken.

Enligt Greens sats sa ar

jiDuD, Q) - (dx, dy)z//D (‘Zf—%i) da:dy://D(16a:—6x)d:cdy:

w/2 3 /2 3 9 9
:10// :Udmdyzl()/ / (rcos@)rdrdﬂzl()/ cosﬁdﬁ/ r2dr =10 x 1 x —GZE
D 0 1 0 1 3 3

Enligt Greens sats sa ar Area(D) = % $op T dy — ydz. Vi berdknar kurvintegralen
med hjilp av det foreslagna variabelbytet och far

2m 2m
3
= / (cos®t)(3sin®t cost dt) — (sin’t)(—3cos® tsint dt) = 3 / cos® tsin? t(cos? t 4 sin® t) dt =
0 0

2
3 (2" /1 2 3 (271 3
:/ —sin 2¢ dt:/ 7(1—cos4t)dt:—7r.

20y \2 8 ), 2 8

For skissen se Figur 1. Vi har 2 = f(x, y) = 22 + y?. Enligt formeln for arean av en
funktionsyta har vi att

Area(Yl):// \/fb%—l—fg—i—ldxdy:// 1+ 4(2? +y?)dedy =
m(Y1) x24+y2<4
o2 2 2
:/ / \/1+4r27'd7'd9:27r/ rv 1+ 4r2dr =
o Jo 0

17
w=Lidr® % Vadu=--- = %(17\@— 1).
1



(b) Enligt Gauss sats sa dr

ﬂFENw—AUEWMV4[UzW—
oK K K
a2 4y? o2 2 64
:2// d:zdy/ zdz:// (332+y2)2d$dy:/ / ri(rdrdf) =-- = —.
x24y2<4 0 x24y2<4 0 0 3

Flodet kan delas upp i tre delar enligt

// F-Nds+// F-Nd5+// F-Nds,
Y1 Ys Y3

dér Ys dr en del av cylindern 22 +y? = 4 och Y3 ér en del av zy-planet. Notera forst att
pa Y7 sa galler att normalen som pekar ut fran K har en positiv z-komponent. Sedan
konstatera att normalen till Y5 &r parallell med den poléra radien, alltsa proportionell
med vektorn (z, y, 0), medan att pa Y3 sa &r z = 0 samt enhetsnormalen &r (0, 0, —1).

~

Det innebér att F-N = 0 verallt pa bade Y5 och Y. Saledes ér dven [ fY1 F-NdS =

64w
3

7. Det &r litt att se att integranden &r kontinuerlig och gar mot y — x da t — 0 (anvénd
Taylorutvecklingen av exp eller L’Hopitals regel t.ex.), samt att integralen konvergerar da
t — oo. Dédrmed kan vi derivera under integraltecknet. Vi har

F 00 —xt __ ,—yt 00 —xt 1
A e R B
ox g Ox t 0 x x

och, pa motsvarande vis, 0F /0y = 1/y. Sedan integrerar vi m.a.p. respektive variabel:

OF 1 1 a
o :—;:>F(90; y):—/xdac—i—Fl(y):—an?-i- 1(y),
OF 1 1
- = — = _— F :1 F .
i = F(r,y) /ydy+ 2(z) = Iny + Fo(x)

For konsekvens kréivs F'(z, y) = Iny—Inz+C, for nagon konstant C. Men det dr uppenbart
fran F:s ursprungliga definition att F'(z, z) = 0. Insdtning ger C' = 0, sa F(x, y) =
Iny —Inz =In(y/z), v.s.v.

8. (a) Falskt. T.ex. om ¢(x, y, 2) = 22 sd dr V¢ = (2x, 0, 0) och V - (V@) = 2.

(b) Sant, se Exempel 16 i avsnitt 10.4 i boken. Utforligt bevis finns i foreldsningsanteck-
ningarna.

(c) Sant, se Exempel 15 i avsnitt 10.4 i boken. Utférligt bevis finns i féreldsningsanteck-
ningarna.

(d) Falskt. T.ex. om F = (0, 0, yz) sa kan man l4tt kontrollera att V x F = (z, 0, 0) och
sedan att V x (V xF) = (0, 1, 0).



