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Motivera dina svar väl. Det är i huvudsak tillvägag̊angssätten och motiveringarna som ger poäng,
inte svaren.

Uppgifterna

1. L̊at f(x, y) = x2 + y2 + 2
xy
, xy 6= 0.

(a) Bestäm alla kritiska punkter till f och deras karaktär. (3p)

(b) Bestäm Taylorpolynomet av grad 2 till f i punkten (2, −1). (2p)

2. L̊at F (x, y, z) = x2 + y2 − z3.

(a) Bestäm en ekvation för tangentplanet till niv̊aytan F (x, y, z) = 2 i punkten (1, 3, 2). (2p)

(b) Motivera varför F (x, y, z) = 2 definierar implicit en funktion z = f(x, y) i en om- (3p)
givning av punkten (1, 3) och bestäm riktningsderivatan av f i punkten (1, 3) och i
riktning mot punkten (2, 5).

(c) Bestäm de största och minsta värdena hos F längs skärningskurvan mellan konen (4p)
z2 = x2 + y2 och planet x− 2z = 3.

3. Beräkna
∫∫

D
ey

3

dx dy, där D = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 1,

√
x ≤ y ≤ 1}. (3p)

Var god vänd!



4. L̊at Y ⊆ R
3 vara ytan som ges av

Y =

{

r(s, t) =

(

s+
t3

3
− 1, s− t3

3
− 1, st2

)

: 0 ≤ s ≤ 2, 0 ≤ t ≤ 3

}

.

(a) Bestäm en funktion f(s, t) s̊a att arean av Y är
∫ 3
0

∫ 2
0 f(s, t) ds dt. (Obs! Du behöver (2p)

ej beräkna ytarean).

(b) L̊at γ vara den orienterade kurvan {r(1, t) : 0 ≤ t ≤ 3}. Bestäm längden av γ. (3p)

(c) Bestäm
∫

γ
F · dr, där F = (eyz − πy2 sin(πx), xzeyz + 2y cos(πx), xyeyz + 2z). (3p)

5. L̊at K = {(x, y, z) ∈ R
3 : 1 +

√

x2 + y2 ≤ z ≤
√

25− x2 − y2}.

(a) Skissa omr̊adet K. (1p)

(b) Bestäm flödet ut ur K av vektorfältet F = (yz + xz, x2 + yz, z2 + y). (4p)

(c) Bestäm masscentrumet för en kropp som ockuperar omr̊adet K och är gjord av ett (3p)
homogent material.

6. Beräkna
∮

γ
y dx − x dy + (z2 − xy) dz, där γ är skärningskurvan mellan den paraboliska (4p)

cylindern z = y2 och den cirkulära cylindern x2 + y2 = 9, orienterad moturs sett uppifr̊an
längs z-axeln (Tips: Orienteringen innebär att γ är positivt orienterad som rand till det
positivt orienterade stycket av den paraboliska cylindern).

7. (a) L̊at D ⊆ R
2 vara en begränsad mängd. Förklara vad som menas med att D är (1p)

kvadrerbar.

(b) L̊at nu D vara en sluten, axelparallell rektangel, säg D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ (1p)
y ≤ d}. Förklara vad som menas med en trappfunktion Φ : D → R.

(c) För en s̊adan rektangel D, förklara vad som menas med att en begränsad funktion (6p)
f : D → R är Riemannintegrerbar. Bevisa sedan att varje kontinuertlig funktion p̊a
D är Riemannintegrerbar.

8. (a) Förklara vad som menas med att en funktion f : Rn → R är differentierbar i en punkt (1p)
(a1, . . . , an).

(b) Formulera och bevisa kedjeregeln för en sammansättning f(x, y) = f(g1(t), g2(t)) (6p)
där f, g1, g2 är differentierbara funktioner av 2, 1, 1 variabler respektivt.

Lycka till!



Lösningar Flervariabelanalys F/TM, 170311

1. (a) I en kritisk punkt gäller

fx = 2x− 2

x2y
= 0 ⇒ x3y = 1,

fy = 2y − 2

xy2
= 0 ⇒ xy3 = 1.

S̊a 1 = x3y = xy3 ⇒ xy(x2) = xy(y2). Eftersom xy 6= 0 i definitionsmängden till f
s̊a m̊aste x2 = y2 gälla i en kritisk punkt, allts̊a y = ±x. Sätt in i x3y = 1 s̊a f̊ar vi
x4 = ±1. Minustecknet är omöjligt s̊a y = +x och x4 = 1 ⇒ x = y = ±1. S̊a det
finns tv̊a kritiska punkter, (1, 1) och (−1, −1).

För att bestämma punkternas karaktär s̊a beräknar vi

fxx = 2 +
4

x3y
= 2 +

4

(±1)3(±1)
= 6,

fxy =
2

x2y2
=

2

(±1)2(±1)2
= 2,

fyy = 2 +
4

xy3
= 2 +

4

(±1)(±1)3
= 6.

I bägge kritiska punkter gäller allts̊a fxx = 6 > 0 samt fxxfyy−f2
xy = 6·6−22 = 32 > 0,

vilket innebär att bägga är lokala minima.

(b) Om vi sätter in (2, −1) i de redan härledde formlerna för f :s partiella derivator av
ordning 0, 1 och 2, s̊a f̊ar vi

f(2, −1) = 4, fx(2, −1) =
9

2
, fy(2, −1) = −3, fxx(2, −1) =

3

2
, fxy(2, −1) =

1

2
, fyy(2, −1) = 0.

S̊a Taylorpolynomet av grad 2 blir

P (h, k) = f(a, b) + (hfx(a, b) + kfy(a, b)) +
1

2
(h2fxx(a, b) + 2hkfxy(a, b) + k2fyy(a, b)) =

= 4 +

(

9h

2
− 3k

)

+
1

2

(

3h2

2
+ hk

)

.

2. (a) I punkten (1, 3, 2) gäller

∇F = (Fx, Fy, Fz) = (2x, 2y, −3z2) = (2, 6, −12).

Tangentplanets ekvation lyder allts̊a

(2, 6, −12) · (x− 1, y − 3, z − 2) = 0 ⇒ · · · ⇒ x+ 3y − 6z = −2.

(b) Fz = −12 6= 0 i punkten (1, 3, 2) s̊a z definieras implicit som en funktion av x och y
i en omgivning av den punkten, enligt Implicita Funktionssatsen. Vi har dessutom

∇f = (fx, fy) =

(

−Fx

Fz
, −Fy

Fz

)

=

(

1

6
,
1

2

)

.

S̊a riktningsderivatan i riktningen u = (2, 5)− (1, 3) = (1, 2) är

∇f · û =

(

1

6
,
1

2

)

· 1√
5
(1, 2) = · · · = 7

6
√
5
.



(c) Vi tillämpar Lagranges metod ty vi söker max/min av F (x, y, z) under bivillkoren
g1 = g2 = 0 där g1(x, y, z) = x2 + y2 − z2 och g2(x, y, z) = x − 2z − 3. Detta leder
till följande system av 5 ekvationer:

Fx = λg1, x + µg2, x ⇒ 2x = λ(2x) + µ,

Fy = λg1, y + µg2, y ⇒ 2y = λ(2y) + 0,

Fz = λg1, z + µg2, z ⇒ −3z2 = λ(−2z)− 2µ,

g1(x, y, z) = 0 ⇒ x2 + y2 = z2,

g2(x, y, z) = 0 ⇒ x− 2z = 3.

Den 2:a ekvationen medför direkt att antingen y = 0 eller λ = 1.

Fall 1: y = 0. Den 4:e ekvationen medför x2 = z2 ⇒ x = ±z. Om x = z, insättning
i den 5:e ekvationen ger z = −3 och kandidatpunkten (−3, 0, −3). Om x = −z,
insättning i den 5:e ekvationen ger z = −1 och kandidatpunkten (1, 0, −1).

Fall 2: λ = 1. Insättning i den 1:a ekvationen ger µ = 0. Insättning i den 3:e
ekvationen ger −3z2 = −2z ⇒ z = 0 eller z = 2

3 . Om z = 0, insättning i den 4:e
ekvationen ger x = y = 0, som säger emot den 5:e ekvationen. Om z = 2

3 , insättning
i den 5:e ekvationen ger x = 13

3 , s̊a |x| > |z|, som säger emot den 4:e ekvationen. Fall
2 ger inga ytterligare kandidatpunkter allts̊a.

Slutligen, F (−3, 0, −3) = 36 och F (1, 0, −1) = 2, s̊a dessa m̊aste vara de efterfr̊agade
max och min värdena.

3. Omr̊adet D kan i stället beskrivas som {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y2}. S̊a

dubbelintegralen kan skrivas
∫ 1

0
ey

3

dy

∫ y2

0
dx =

∫ 1

0
y2ey

3

dy =
1

3
ey

3 |10 =
1

3
(e− 1).

4. (a)

f(s, t) = ||r′s × r′t|| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
1 1 t2

t2 −t2 2st

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= ||(2st+ t4, −2st+ t4, −2t2)|| =
√

(2st+ t4)2 + (−2st+ t4)2 + (−2t2)2 =
√

8s2t2 + 2t8 + 4t4.

(b) r(1, t) = (t3/3, −t3/3, t2) ⇒ r′(1, t) = (t2, −t2, 2t) ⇒ ||r′(1, t)|| =
√

(t2)2 + (−t2)2 + (2t)2 =
t
√
4 + 2t2. Allts̊a, kurvans längd är

∫ 3

0
||r′(1, t)|| dt =

∫ 3

0
t
√

4 + 2t2 dt = (u := 4 + 2t2) =

=
1

4
· 2
3
u
√
u|224 = · · · = 1

3
(11

√
22− 4).

(c) Fältet F är ett potentialfält. För att bestämma φ s̊adan att ∇φ = F s̊a integrerar vi
i varje koordinat:

φ =

∫

F1 dx = xeyz + y2 cos(πx) + f1(y, z),

φ =

∫

F2 dy = xeyz + y2 cos(πx) + f2(x, z),

φ =

∫

F3 dz = xeyz + z2 + f3(x, y).

För konsekvens krävs

φ(x, y, z) = xeyz + y2 cos(πx) + z2 + C.

Eftersom r(1, 0) = (0, 0, 0) och r(1, 3) = (9, −9, 9) har vi d̊a
∫

γ

F · dr = φ(9, −9, 9)− φ(0, 0, 0) = · · · = 9e−81.



5. (a) Se Figur 1.

(b) Först beräknar vi

∇ · F =
∂

∂x
(yz + xz) +

∂

∂y
(x2 + yz) +

∂

∂z
(z2 + y) = z + z + 2z = 4z.

S̊a flödet ut ur K är 4
∫∫∫

K
z dV , enligt Gauss sats. Det är lämpligast att använda

cylindriska koordinater:

∫∫∫

K

z dV =

∫∫

π(K)
dx dy

∫

√
25−x2

−y2

1+
√

x2+y2
z dz =

=
1

2

∫∫

π(K)
[(25− x2 − y2)− (1 +

√

x2 + y2)2] dx dy =

∫∫

π(K)
(12− (x2 + y2)−

√

x2 + y2) dx dy.

För att ta reda p̊a π(K) sätter vi 1+
√

x2 + y2 =
√

25− x2 − y2. L̊at r :=
√

x2 + y2.
S̊a 1+ r =

√
25− r2 ⇒ 1+2r+ r2 = 25− r2 ⇒ r2+ r− 12 = 0 ⇒ r = −4 eller r = 3.

S̊a r = 3 m̊aste gälla. M.a.o. π(K) är cirkelskivan x2 + y2 ≤ 9. Vi byter till polära
koordinater allts̊a och f̊ar

∫∫

π(K)
(12− (x2 + y2)−

√

x2 + y2) dx dy =

∫ 2π

0
dθ

∫ 3

0
(12− r2 − r)r dr = · · · = 99π

2
.

S̊a flödet ut ur K är 4×
(

99π
2

)

= 198π.

(c) L̊at m = (mx, my, mz) beteckna masscentrumet. Av symmetriskäl s̊a m̊aste mx =
my = 0 gälla. Vi har mz =

∫∫∫

K
z dV/

∫∫∫

K
dV . Notera att täljaren beräknades redan

i del (b) och är lika med 99π
2 . För nämnaren gör vi likadant:

∫∫∫

K

dV =

∫∫

π(K)
dx dy

∫

√
25−x2

−y2

1+
√

x2+y2
dz =

∫∫

π(K)
[
√

25− x2 − y2 − (1 +
√

x2 + y2)] dx dy =

=

∫ 2π

0
dθ

∫ 3

0
(
√

25− r2 − 1− r)r dr = 2π

[
∫ 3

0
r
√

25− r2 dr −
∫ 3

0
(r + r2) dr

]

=

= · · · = 2π

(

61

3
− 27

2

)

=
41π

3
.

S̊a mz =
99π
2 /41π

3 = 297
82 och masscentrumet ligger i

(

0, 0, 297
82

)

.

6. L̊at F = (y, −x, z2 − xy) s̊a att kurvintegralen blir
∫

γ
F · dr. Vi vill tillämpa Stokes Sats:

∮

δY

F · dr =

∫∫

Y

(∇× F) · N̂ dS.

I s̊a fall m̊aste Y vara den del av ytan z = y2 som ligger inuti cylindern x2 + y2 = 9. I s̊a
fall är N̂ dS = (−fx, −fy, 1) dx dy = (0, −2y, 1) dx dy. Vi har dessutom

∇× F =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y −x z2 − xy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · = (−x, y, −2).

S̊a (∇×F) · N̂ dS = (−x, y, −2) · (0, −2y, 1) dx dy = (−2y2 − 2) dx dy. Vi integrerar över
π(Y ), som är cirkelskivan x2 + y2 ≤ 9. Allts̊a

∫

γ

F · dr = −
∫∫

π(Y )
(2y2 + 2) dx dy = −18π − 2

∫∫

π(Y )
y2 dx dy =

= −18π − 2

∫ 2π

0
sin2 θ dθ

∫ 3

0
r3 dr = −18π − 81π

2
= −117π

2
.



7. (a) Se Definition 6.2.4 i kursboken.

(b) Se s.228 i kursboken.

(c) Se Definition 6.1.1 och Sats 6.1.3 i kursboken.

8. (a) Se Definition 2.2.2 i kursboken.

(b) Se Sats 2.3.4 i kursboken.


