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OBS!
Motivera dina svar vil. Det &r i huvudsak tillvigagangsséitten och motiveringarna som ger poing,

inte svaren.

Uppgifterna

1. Lat f(z, y) :x2+y2+x%, xy # 0.

(a) Bestdm alla kritiska punkter till f och deras karaktér.
(b) Bestam Taylorpolynomet av grad 2 till f i punkten (2, —1).

2. Lat F(z, vy, 2) = 22 + 9% — 2%

(a) Bestdm en ekvation for tangentplanet till nivaytan F(x, y, z) = 2 i punkten (1, 3, 2).

(b) Motivera varfér F(z, y, z) = 2 definierar implicit en funktion z = f(z, y) i en om-
givning av punkten (1, 3) och bestdm riktningsderivatan av f i punkten (1, 3) och i
riktning mot punkten (2, 5).

(c) Bestam de storsta och minsta virdena hos F' lings skidrningskurvan mellan konen

22 = 22 + y? och planet z — 2z = 3.

3. Berikna ffDeys drdy, dir D={(z,y) e R?2:0<2<1,/z<y<1}

Var god vind!



4. Lat Y C R3? vara ytan som ges av

(a)

(b)
()

t3 t3
Y:{r(s,t)=<s+3—1,5—3—1,st2>:0§s§2,0§t§3}.

Bestdm en funktion f(s, t) sa att arean av Y &r f03 f02 f(s, t)dsdt. (OBs! Du behover
ej berdkna ytarean).

Lat ~ vara den orienterade kurvan {r(1, ¢) : 0 < ¢ < 3}. Bestdm ldngden av ~.
Bestam f,y F . dr, dir F = (e¥* — my?sin(rz), x2ze¥? + 2y cos(rx), xye¥? + 22).

5. Lat K = {(v, 9, 2) €R®: 1+ /22 + 42 < 2 < /25 — 22 — 42},

(a)
(b)
()

Skissa omradet K.
Bestam flodet ut ur K av vektorfiltet F = (yz + 2z, 2% + yz, 22 + ).

Bestdm masscentrumet for en kropp som ockuperar omradet K och ar gjord av ett
homogent material.

6. Berikna ﬁy ydx — xdy + (2% — xy) dz, dir v &r skirningskurvan mellan den paraboliska

cylindern z = y? och den cirkuliira cylindern 22 + 32 = 9, orienterad moturs sett uppifran
langs z-axeln (T1Ps: Orienteringen innebér att + #r positivt orienterad som rand till det
positivt orienterade stycket av den paraboliska cylindern).

Lat D C R? vara en begrinsad mingd. Forklara vad som menas med att D &r
kvadrerbar.

IN

Lat nu D vara en sluten, axelparallell rektangel, sig D = {(z,y) : a <z < b, ¢
y < d}. Forklara vad som menas med en trappfunktion ® : D — R.

For en sadan rektangel D, forklara vad som menas med att en begrinsad funktion
f : D — R ar Riemannintegrerbar. Bevisa sedan att varje kontinuertlig funktion pa
D &r Riemannintegrerbar.

Forklara vad som menas med att en funktion f : R” — R &r differentierbar i en punkt
(at, ..., an).

Formulera och bevisa kedjeregeln for en sammanséttning f(z, y) = f(g1(t), g2(t))
dér f, g1, go ar differentierbara funktioner av 2, 1, 1 variabler respektivt.

Lycka till!

(1p)
(1p)

(6p)

(1p)

(6p)



Lésningar Flervariabelanalys F/TM, 170311

1. (a) Ien kritisk punkt géller
2 3
fo=20———=0=2"y =1,
7Y
fy=2 2 s a1
= _——— = T = .
Yy y wyz y

Sa 1 = 23y = 2y = ay(2?) = 2y(y?). Eftersom zy # 0 i definitionsmingden till f
sa maste x2 = y? gilla i en kritisk punkt, alltsa y = +a. Sitt in i 23y = 1 sa far vi
% = £1. Minustecknet dr omojligt sa y = 4+ och 2* = 1 = z = y = £1. Sa det
finns tva kritiska punkter, (1, 1) och (-1, —1).

For att bestamma punkternas karaktir sa berdknar vi

4 4
Jow =2 03y = 2% g O
2 2
= = = 2
Jor = 22 = Gy =2
fo=24 4 ooy 4 g
ve zyd (£1)(£1)3

I bégge kritiska punkter giller alltsa f,, = 6 > 0 samt fr; fyy— a%y =66-22=32>0,
vilket innebér att bégga &r lokala minima.

(b) Om vi sétter in (2, —1) i de redan hérledde formlerna for f:s partiella derivator av
ordning 0, 1 och 2, sa far vi

f(2a _1) =4, fx(Za _1) = ga fy(27 _1) = -3, fa?z(Qv _1) = gv fxy(Q’ _1) = %’ fyy(27 _1) =0.

Sa Taylorpolynomet av grad 2 blir

P(ha k) = f(aa b) + (hfx(aa b) + kfy(a7 b)) + %(thmz(aa b) + 2hkfxy(av b) + k2fyy(a’ b)) =
9h 1 (3h?
=4+ <2—3k) +§ <2+hk>.

2. (a) I punkten (1, 3, 2) géller
VF = (F,, F,, F,) = (2z, 2y, —32%) = (2, 6, —12).
Tangentplanets ekvation lyder alltsa
(2,6, -12)- (z—1,y—3,2—2)=0=--- = x4+ 3y — 62 = —2.

(b) F, = —12 # 0 i punkten (1, 3, 2) sa z definieras implicit som en funktion av x och y
i en omgivning av den punkten, enligt Implicita Funktionssatsen. Vi har dessutom

F, F, 11

Sa riktningsderivatan i riktningen u = (2, 5) — (1, 3) = (1, 2) ar

- 1 -
Vf-u—(6,2>-5(1,2)— = o5



(c) Vi tillimpar Lagranges metod ty vi sdker max/min av F'(x, y, z) under bivillkoren
g1 = g2 = 0 dir g1(z, y, 2) = 22 + y?> — 2% och go(z, y, 2) =  — 2z — 3. Detta leder
till foljande system av 5 ekvationer:

Fy = Ag1,z + pg2,o = 20 = A(22) + p,
Fy=Xg1,y+ 192,y = 2y = A(2y) + 0,

F. = Ag1,» + pige,» = —32° = \(—2z) — 2y,
gz, y, 2) =0= 2% + % = 22,

gz, y, 2) =0=2—2z=3.

Den 2:a ekvationen medfor direkt att antingen y = 0 eller A = 1.

FALL 1: y = 0. Den 4:e ekvationen medfor 22 = 22 = x = +2. Om z = z, insittning
i den 5:e ekvationen ger z = —3 och kandidatpunkten (-3, 0, —3). Om =z = —z,
insdttning i den 5:e ekvationen ger z = —1 och kandidatpunkten (1, 0, —1).

FaLn 2: A = 1. Inséttning i den 1:a ekvationen ger p = 0. Inséttning i den 3:e
ekvationen ger —322 = —2z = 2z = 0 eller z = % Om z = 0, inséttning i den 4:e
ekvationen ger x = y = 0, som séger emot den 5:e ekvationen. Om z = %, inséittning
i den 5:e ekvationen ger z = 1, s& [z| > |2|, som séiger emot den 4:e ekvationen. Fall
2 ger inga ytterligare kandidatpunkter alltsa.

Slutligen, F'(—3, 0, —3) = 36 och F'(1, 0, —1) = 2, sa dessa maste vara de efterfragade
max och min vérdena.

3. Omradet D kan i stillet beskrivas som {(z,y) € R? : 0 < y < 1,0 < z < y?}. S&
dubbelintegralen kan skrivas

LI y? 1 3 1 3 1
/ e dy/ deZ/ yleV dy = eV |5 = - (e — 1),
0 0 0 3 3

4. (a)
i ] k
fls, )=, xxif[=]1 1 # |=
2 —t2 2st

= (25t + t*, —2st + 1, —26%)|| = /(2st + 14)% + (=25t + t4)2 + (—212)% = /85242 + 218 + 4t

(b) r(L, 1) = (/3. /3, ) = £'(L 1) = (2, 12, 20) = |/ (1, 1)|| = EF T (2 T (@ =
tv4 + 2t2. Alltsa, kurvans lingd ar

3 3
/ (1, t)||dt:/ Va4 202dt = (u:= 4+ 2t%) =
0 0

1 2 1

(c) Filtet F ar ett potentialfilt. For att bestimma ¢ sadan att V¢ = F sa integrerar vi
i varje koordinat:

b= /F1 dx = xe¥* + y* cos(mx) + fi(y, 2),
¢ = /F2 dy = xe¥* + y? cos(mz) + folx, 2),
o= /F3 dz = ze¥* + 22 + f3(x, y).
For konsekvens krévs

¢(, y, 2) = xe¥* + y* cos(mx) + 22 + C.
Eftersom r(1, 0) = (0, 0, 0) och r(1, 3) = (9, —9, 9) har vi da



5. (a) Se Figur 1.

(b) Forst beridknar vi

0
—(24y)=2+4+2+22z =4z

0 d
V-F:—(yz+mz)+—($2+yz)+az

Oz oy

Sa flodet ut ur K ér 4 [[[, zdV, enligt Gauss sats. Det #r ldmpligast att anvénda

cylindriska koordinater:
\/25-22—y?
///de:// dacdy/ zdz =
K m(K) 14+4/22+y2

1
R R e L | B R R R e

For att ta reda pa 7(K) sitter vi 1++/22 +y2 = /25 — 22 — y2. Lat r := /22 + 2.
Sal4+r=v25—12=142r+1r2=25—1r2=r24+7r—12=0=r = —4 eller r = 3.
S& r = 3 maste gilla. M.a.o. 7(K) #r cirkelskivan 22 + y? < 9. Vi byter till polira
koordinater alltsa och far

2 3
// @) -V dedy= [ do [(a2-r - rrar=. =20
0 0

Sa flodet ut ur K ar 4 x (99—”) = 1987.

(c) Lat m = (mg, my, m,) beteckna masscentrumet. Av symmetriskél sa maste m, =
my = 0 gélla. Vi har m, = fffK zdV/ fffK dV. Notera att tédljaren beréiknades redan
i del (b) och &r lika med 9“ . For ndémnaren gor vi likadant:

25 $2
///dV // dxdy/ dz—// V25— 22 — 2 — (14 /22 + 92| da dy =
m(K) 1++/224y2

:/O%de/o (V25— 12— 1—7r)rdr =27 [/0 rmdr/03(r+r2)dr] =

_ o (61 _ 27\ _dlr
T3 T2 )T 3

Sa m, = 997r/417r _ 297

= %5 och masscentrumet ligger i (O 0 297)

’ 82

6. Lat F = (y, —, 22 — 2y) sé att kurvintegralen blir fq{ F - dr. Vi vill tillampa Stokes Sats:

7{ F~dr:/ (V x F)-Nds.
5y Y

I sa fall maste Y vara den del av ytan z = 32 som ligger inuti cylindern z? + 32 = 9. I sa
fall & N dS = (—fz, —fy, 1) dxdy = (0, =2y, 1) dx dy. Vi har dessutom

i j k
3] 3] Jé)

VxF = 9z Oy 52 ::(—x7y7_2)
Yy —X 22—3}?]

S4 (VX F)-NdS = (—z, y, —2) - (0, =2y, 1) dxdy = (—2y* — 2) dz dy. Vi integrerar dver
7(Y), som &r cirkelskivan x? + 32 < 9. Alltsa

/F'dr:—// (2y2—|—2)d:zdy:—1877—2// v de dy =
N w(Y) m(Y)

2 3
81 117
:—187r—2/ sin2¢9d0/ r?’dr:—187r——7r:—i.
0 0 2 2



7. (a) Se Definition 6.2.4 i kursboken.
(b) Se s.228 i kursboken.
(c) Se Definition 6.1.1 och Sats 6.1.3 i kursboken.
)
)

Se Definition 2.2.2 i kursboken.

8. (a
(b) Se Sats 2.3.4 i kursboken.

b



