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Motivera dina svar vil. Det &r i huvudsak tillvigagangsséitten och motiveringarna som ger poing,
inte svaren.

Uppgifterna

1. (a) Forklara varfor ekvationen

xy—z2:3zZ ..... *)

definierar z som en funktion z = z(z, y) i en omgivning av punkten (2, 2, —4).
(b) Bestédm ekvationen for tangentplanet till ytan (*) i punkten (2, 2, —4).

B 2, .
(c) Bestdm dven % i samma punkt.

2. En C?-funktion f(z, y) sigs vara harmonisk om fyz + fyy = 0. Bevisa att om f(z, y) ir
harmonisk, sa ocksa #r g(x, y) = f(z? — 32, 22y).

3. (a) Utan att beriikna nagra derivator, motivera varfér funktionen f(z, y) = zye =Y
antar bade ett globalt maximum och ett globalt minimum.

(b) Bestam och klassificera alla kritiska punkter till f och bestam f:s globala maximum
och minimum vérden.

Var god vind!

(1p)



. 1 1/3
. Berikna [y dx [7 1%4.

( OBs! Du behéver inte motivera att integralen konvergerar).

. Bestam flodet av vektorfiltet F = 2%i 4+ 3%j + 2%k ut genom den solida tetrahedern T =
{(z,y,2):2>0,y>0,2>0,z+y+2 <3}

(a) dels direkt genom lamplig parametrisering av de olika delarna av randytan (tetrahe-
dern) ¢T.

(b) dels med hjilp av Gauss sats.

. Lat F = 3yi — 222j + (22 — y?)k. Beriikna flodet av filtet curl(F) ut genom halvsfiren
£B2+y2+22:4, z >0,

(a) dels direkt, dvs via beriikning av curl(F) och parametrisering av ytan

(b) dels med hjilp av Stokes sats.

. Bevisa att for alla ¢t > 0,

oo .

. sinz T

et dr = — — arctant.
0 X 2

(OBs! Du behover ej motivera eventuell tillimpning av satser fran boken).

. Lat f: D — R vara en funktion av tvéa variabler, definierad pa en domin D C R2.

(a) Definiera vad som menas med att f #r en C'-funktion, resp. en differentierbar funk-
tion.

(b) Bevisa att om f dar C' d& dr den differenterbar.

(a) Formulera Greens sats i planet.

(b) Bevisa satsen for en axelparallell rektangel.

Lycka till!

(3p)

(3p)

(2p)
(5p)

(2p)
(5p)



Lésningar Flervariabelanalys F/TM, 170822

1. Sitt F(z, y, 2) = 22 + 3% — xy och notera att ytan (*) &r nivaytan F(z, y, z) = 0.

(a)

(b)

F,=2z+ %x, sa i punkten (2, 2, —4) géller F, = —5 # 0. Detta innebér, enligt Impli-
cita Funktionssatsen, att (*) definierar z som en funktion av z och y i en omgivning
av denna punkt.

Om z = f(x, y) da géller vidare, enligt Implicita Funktionssatsen, att

F, y—?’f (2,2,-4) 8

fx:_Fz_Zer% = 5

f B &_ 3;722_’_.%'(2’2;_4)

ot >~

Sa tangentplanet ges av
z—z20= fo(x —x0) + fy(y —yo) = - =8 —4y+5z+12=0.

Sammanfattningsvis har vi fran (b) att

3z 3z
Fx_i_ya FZ:2Z+7a (1)
Yy )
och i punkten (2, 2, —4) att
8
Fx__& Fz:_57 fx:_g (2)

Nu har vi, enligt kvotregeln,

e _ 0 (0:\_ 0 (E\_
or2 Oz \dx)  Ox \F,)
Fan [ 0F: 5%_8@

T Oz % Oz

(F.)?2 25

Vidare fran (1) och (2) géller
oF, 30z 3, (22,-4 12

o —@ngx = Ty
oF, 0z 3 (2,2,-4) 17
oz oz + fo t y 10
Alltsa géller
Pz 5(-F)-8(-) . _ 8
02 25 125

2. Sitt u = u(z, y) = 22 — 9%, v = v(z, y) = 22y. S& g(z, y) = f(u, v). Enligt kedjeregeln
har vi forst

Gz = Gulg + GoVUz = 2(xfu + yfv)v (3)
Gy = Guly + GoUy = 2(37fv - yfu) (4)

Derivera (3) en gang till m.a.p.  med hjélp av bade kedjeregeln och produktregeln:

Ofudu  0f v fv 8fv (%
{ <8u8x v Oz >+f“+y<a Quda >

= 2 [2(fuu(22) + fuv(29)) + fu + y(fou(27) + fvv(Qy )l
fuv;fw = 2fu + 4($ fuu + nyuv + Yy fvv)-




3.

Om vi deriverar (4) igen m.a.p. y sa far vi, efter en liknande berikning,

Gyy = —2fu + 4(92fuu — 2Y fuw + ZL’2fm;)-

Darfor géller

Gz + Gyy = 4($2 + yg)(fuu + fvv)-

Men f dr harmonisk sa fyy, + fuu = 0 och dérmed &r ocksa gz + gyy = 0, v.S.V.

(a)

f ar uppenbarligen definierad i hela planet och kontinuerlig. Pga den negativa ex-
ponentialen sa &r det ocksa uppenbart att f — 0 da ||(z, y)|| — oo. Slutligen antar
f bade positiva och negativa virden: f(—=z, y) = f(z, —y) = —f(z, y). Sa f maste
anta bade ett globalt max och ett globalt min, och dessa antas inom nagon sluten
skiva kring origo.

Vi har

fo=e " VY +ay(—22)] = eV y(1 - 227,
=e 2*4:54—3:3/ —4y°)| =e" 2*435 —4y7).
y -y 43 -y 1 44

I en kritisk punkt géller

1
\/57
1
fu=0c2(1-4yY) =0z =0ecllery=+—.

V2

Detta innebér att det finns fem kritiska punkter: (0, 0), (:I:%, :I:%)

For klassificiering sa skulle vi kunna pyssla med andra derivator men det behovs ej.
Kom ihag fran ovan att f dr en udda funktion, dvs f(—z, y) = f(z, —y) = —f(x, y) =
—f(—z, —y). Det betyder att f antar positiva véirden i de 1:a och 3:e kvadranterna
och negativa vérden i de 2:a och 4:e kvadranterna. I synnerhet innebér detta att bade
positiva och negativa virden antas godtykligt néira origo, och eftersom f(0, 0) = 0 sa
maste origo vara en sadelpunkt.

fe=0oy1l-22)=0sy=0ecllerz =+

Slutligen har vi att den globala max &r f (ﬁ %) =f (—%, —%) = %e_%, medan

att den globala min ar f (E’ —%) =f (—%, %) = —%e_%.
4. Integrationsomradet ges pa formen D = {(z,y) : 0 <z < 1,z < y < J/z}. Det kan lika
vil ges som D = {(z,y) : 0 <y < 1,93 <2 <y} Savi byter integrationsordning och

5.

(a)

raknar:

1 z1/3 1
d Yy
/da:/ :/ y4/da::/yyd—
0 x 0 Y Jys o 1—
1 2 1
y(l—y) / Yy 1 21
_ dy — dy = = In(1 + — “In2.
A(meuw%y o T+ = 7l = 3o

Tetrahedern d7" har fyra sidor:

—_

={(z,9,0):2>0,y>0,z+y <3},
={(z,0,2):2>0,2>0, x4+ z < 3},
:{( (y>0,2>0y+2<3},

) 7 )
Si={(z,y,2):x>0,y>0,2>0,z+y+ z=3}.

Pa S dr N = (0,0, 1) och F = (22, 3?,0) sa F- N = 0 och [[; F-NdS = 0.
Liknande resonemang leder till att ocksa [[y F - NdS = ffsg F-NdS = 0.



Sy dr en del av funktionsytan z = f(z,y) = 3 — x — y. Notera att 7(Ss) = Si,
dér 7 betecknar projektion pa xy-planet. Vi har NdS = £(—f;, —fy, 1)dedy =
+(1, 1, 1) dz dy. Tydligen ges den utatgaende normalen av + tecknet. Saledes dr

//S4F NdS = //Slx +yP+ 20 dxdy—/dav/gm 24+ +B-z—y)? =
/Odm[xy—l_y;_Wh :...:/0 <;1;2(3—Jf)—|—§(3 )>dw.

Det underléttar att notera att, av symmetriskél, f03 (3—x)dr = fOS 23 dz. Alltsa,

R 3 9 3 23
// F-NdS:/ <x2(3:ﬂ)+az3) dx:/ <3x2> dx =
Sy 0 3 0 3
473
81 81
:[:v?’—x} —or - =2

12 12 4

J[ FoNas= [[[ v-pav

Vi har V- F = 2(x + y + z). Lat oss for skojs skull berikna trippelintegralen med
hjélp av nivaytor:

//TV'FdV—Q///T(HyH)dV_2/03uv’(u)du, (5)

Gauss sats séger att

dér
V(u) = VO]({(xa Y, Z) ‘T, Y, 2 Z 07 €T +y+ z S U})
Man har
/dz/ dy/ da:—/dz/ (u—z—y)dy =
. Y
:/dz[—(uz} :/ (u—2) dz =
0 2 0 o 2
U 22 U3
Sa V(u) = v’ och saledes r V'(u) = v’ Inséttning in i (5) ger

// VFdV_z/ < >du—/03u3du:-~:il.

Kalla halvsfiren for S. Notera att, pga dess symmetri, sa ar

/[Sxydsz/fsxzdsz/[gyzdszo, (6)
//SJZQdS://SdeS://SZQdS. (7)

i j k
curl(F) =V x F = % 8% % =
3y —2xz a?—1y?
=1i[-2y — (—2z)] — j[2x — 0] + k[—2z — 3] = (2z — 2y, —2z, —2z — 3).

och

Vi berdaknar forst



P& sféiren, som har radie 2 och centrum i origo, giiller N = # = ﬁ = %(x, Y, 2). Sa

- 1
curl(F) -N = 5(2:62 —day — 22° — 32).

Nér vi sedan integrerar 6ver S sa ser vi, med hjélp av (6) och (7), att det enda som
overlever &r & [/ s —32dS. Men S ér en del av den implicta funktionsytan F'(z, y, z) =
4, dir F(x, y, z) = 2? + %> + 22. S4

VF
ds =
=%

z

(2z, 2y, 22)
2z

1
= // —32dS = -3 // dx dy = —3 x Area(n(S)).
2)/)s ()

Men projektionen pa zy-planet &r just cirkelskivan 22 + y? < 4, vars area ir 7(2%) =
4. Vi drar slutsatsen att [[g curl(F) - N dS = —12m.

(b) Randen till S &r cirkeln 22 + y? = 4, z = 0, alltsa en cirkel av radie 2 kring origo i
zy-planet. Kalla denna kurva for . Da v genomlops moturs sa ligger S till vénster.
Den utatgaende normalen pa S har en positiv z-komponent. Allt detta innebér, enligt

Stokes sats, att
// curl(F) -NdS:%F-dr.
S Y

Den naturliga parametriseringen av v ér r(t) = (2cost, 2sint, 0), 0 < ¢ < 27. Vi har
da

2
dz dy = dedy: ~dx dy.
z z

dx dy = ‘

2
fF dr = / F(r(t)) -v'(t)dt =
¥ 0
2m
= / (6sint, 0, 4cos®t — 4sin’t) - (—2sint, 2cost, 0) dt =
0

2 2 1
:—12/ sin2tdt:—12/ (L —cos2t)dt = ... = —12.
0 0

7. Jag stal det hér fran nitet (). Se avsnitt 3 i f6ljande dokument:
http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/analysis/diffunderint.pdf

8. (a) Se Definitioner 2 och 3 i Kapitel 2 i kursboken.
(b) Se Sats 3 i Kapitel 2 i kursboken.

9. Se Sats 1 i Kapitel 9 i kursboken. Dér bevisas satsen for nagot mer allmént dn en axelpa-
rallell rektangel, sa det beviset ar godtagbart.



