Tentamen
MVEO035/6 Flervariabelanalys F/TM

2019-03-16 k1. MVEO035: 08.30-12.30, MVE036: 09.30 - 13.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Olof Zetterqvist, telefon: 5325 (alt. Peter Hegarty 070-5705475)
Hjilpmedel: Inga hjdlpmedel, ej heller réknedosa

For godként pa tentan kridvs 20 poidng, inklusive eventuella bonuspoéng erhallna under VT-2019 fran Mobius
uppgifterna och Matlab. Preliminért sa krdvs 30 poédng for betyget 4 och 40 poéng for betyget 5. Dessa grinser
kan minskas men inte hojas i efterhand. For slutbetyg krivs godként pa tavelmomentet, samt for TM-studenterna
godként pa extra-vektoranalys momentet.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentan. Tentan réttas och beddms anonymt. Resultatet
meddelas i Ladok senast den 5 april. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kurswebbsidan och via Ping Pong,
efter detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s studieexpedition.

OBS!

Motivera dina svar val. Det &r i huvudsak tillvigagangssitten och motiveringarna som ger poing,
inte svaren.

I de uppgifter som bestar av fler olika delar gar det alltid att 16sa de enskilda delarna oberoende
av varandra, &ven om man kan ibland spara riknetid genom att 16sa deluppgifterna sekventiellt.

Uppgifterna

1. Lat

3
filz, y) =22 +y%, folz, y) = yzw3+y;, g1(z, y) = 52°+10y°+62y, go(z, y, 2) = 2z2-+a’—ye®.

(a) Bestdm rikningsderivatan for g; i punkten (1,—1) och i riktning mot (2,4). Bestdm
ocksa ekvationen for tangentplanet till ytan z = gi(x, y) i punkten (1, —1, 9).

(b) Bestam Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 for fs i punkten (1, 1).

(c) Forklara varfor ekvationen ga(z, y, z) = 3 implicit definierar z som en funktion av z
och y, séig z = h(x, y), i en omgivning av (2, 1, 0). Bestdm hy, hy och hy, i punkten

(2, 1).

(d) Lat F, G : R? — R? vara filten som ges av F = (f1, f2), G = (g1, g5), dér gi(z, y) =
92(x7 Y, 0)
Bestdam Jacobimatrisen i punkten (1, 1) for sammanséittningen G o F och beriikna
ddrmed en approximation fér (G o F) [ égé } .

(e) Motivera varfér f; maste anta bade ett storsta och minsta virde pa nivakurvan
g1(z, y) = 1. Bestdm sedan dessa virden.

Var god vind!

(2p)
(1.5p)
(3.5p)

(3p)



2. (a) Bestam

1 1
VY
dy dz.
/o/a,-x“r@ﬂ yar

(b) Bestédm arean av omradet i forsta kvadranten som innesluts av de fyra kurvorna
zy=1, zy=4, y==x, y=~2ux.

(c) Bestam

av
diar T = R3:2>0,y>02>0 < 2%
///:r1+(:r+y+z)3’ BT=Alny ) eR:220y20,22004y+222)

3. Lat den orienterade kurvan + och vektorfiltet F : R? — R? ges respektivt av

2+t
fy:{r(t):<arctan< ; ),t,t):OStSl},

F(z,y, z) = (2zsin(ry) — *, m2? cos(my) — 3€*, —xe?).

Bestam fv F - dr.

4. Lat D vara omradet i planet som begrinsas av de tva kurvorna y = 22 och y = /.

(a) Bestdm
7{ (a* —ay) dz + (zy — y*) dy,
oD

i. med Greens sats

ii. utan Greens sats.

(b) Bestdm ldangden av 0D.

5. Lat Sy vara ytan z = 22 + 32 och Sy vara ytan z = 4 — 22 — 2. Lat K vara kroppen som
innesluts av 81 och Sa, och 1at Y7, Y vara de delarna av de respektive ytorna som utgor
randen 0K.

Lat F : R? — R3 vara filtet
F<1‘7 Y, Z) = (.’IJZ, y2 +.’L’y, Z — 1)

(a) Anvind Gauss sats for att berdkna flodet av F ut ur K.

(b) Berékna andelen av flédet som &r genom Y.

6. (a) Formulera Stokes sats och bevisa den under forutséittningen att ytstycket hor till en
C2-funktionsyta z = f(z, y).
(OBs! Du behover inte definiera termer som uppstar i satsens formulering).

(b) Definiera vad som menas med att en delméngd 2 C R™ &r enkelt sammanhdingande.

Var god vind!

(4p)



7. Lat f: R"™ — R vara en funktion.

(a) Definiera vad som menas med att f &r differentierbar i en punkt a € R™.

(b) Bevisa att om f € C1(R"), da #r f differentierbar i varje punkt. (OBs! For full poéing
ricker det att formulera beviset for n = 2).

8. Berakna
/1 dx
o (4-— 552)2.

Go n’eiri an bothar libh!



Lésningar Flervariabelanalys F/TM, 190316

91,2 = 10z + 6y (1,z1)

(17:1)

4,
g1,y = 20y + 62 —14.
Sa tangentplanets ekvation lyder

4r—1)—-14(y—(-1)—(2—9) =0 = 4o — 14y — 2 =09.

En riktningsvektor ges av u = (2,4) — (1, —1) = (1, 5) sa en enhetsvektor i den
riktningen ges av it = (1, 5)/v1%2 4+ 52 = (1, 5)/v/26. Riktningsderivatan ges da av

R (1, 5) 66
=Vgi-a= (4, —14) - = ——.
gl7u 9 ( ) \/% \/%
(b)
fa(1,1) =2,
31,1
fow =322y = 25 ),
3 2
f2,y _ 2yx3 + i (1,21) 57
T
9 3
Fo.ae = 633y2 + 2y” (LD 8,
X
3y (1)
f2,xy = 65172?4 - ? =3,
6
o, gy = 22" + ?y LD 8.

Saledes ges Taylorpolynomet av grad tvai (1, 1) av
1
P(h, k) =2+ (2h + 5k) + 5(8h2 + 6hk + 8k?) = 2 + 2h + 5k + 4h? + 3hk + 4K>.
(c)

2,1,0
go.0 = 22+ 20 —yze™ "2y, (1)
2,1,0
)
g2, = 2w — wye”” L0, (2)

Eftersom g2 »(2, 1, 0) # 0 sa &r z en implicit funktion av = och y i en omgivning.
Dessutom enligt Implicita Funktionssatsen géller i punkten (2, 1) att

1
he =—922 = 9 p,=-T2Y _

92,z ’ N 92,z 2’
Sedan har vi

992, 992,
haw = o ( 92*0) _ TOeTart 02076
T — -

Ox 92,2 (9272)2
992, 2 g2, »
(Zéo) -2 982 +4 (g92g£ _ agZ,z . 1692,96
22 Ox 2 Oz
Fran (1) och (2) hérleder vi:
0

922 _ 9 _ ye™*[1 + x(z + zhy)] @L0 . _ 9,

ox
0
% =2h; + 2 — ye*[hy + z(z + xhy)] @L0 . _ 0.

x

S& hae(2, 1) = 0.



d) For det forsta, gi(x, y) = ga(x, y, 0) = 22 — y. For det andra,
2

For det tredje,
pF— | fte Sy | W
f27az fQ,y 3$2y2 — ¥ 2y$3 + %

2
91,z Y91,y 10x 4+ 6y 20y +6x | (2,2) | 32 52
DG = *’ *’ = = .
92,2 92,y 2x -1 4 -1

For det fjarde, enligt kedjeregeln,

D(GoF)[i}:[fif 2“3 ?}:{12’8 334]

Och slutligen,

o[ 18] = @om [ ] emeem ][ 2] -

| 84 n 168 324 001 | [ 792
2 6 3 -0.02 | - 2 '
(e) g1 = 1 definierar en sned ellips. Man kan ocksa se direkt att méngden av punkter som
uppfyller detta dr begrédnsad, t.ex.
522 +10y° 462y = 1 = (302 +3y> +627y)+(22%4+7y%) = 1 = 3(z+y)*+2224+7y2 = 1 = 22247y < 1.

Hur som helst sa definierar g; = 1 en sluten och begrinsad, dvs kompakt méngd, och
darfor maste den (uppenbart) kontinuerliga funktionen f; anta bade ett storsta och
minsta viarde. Vi kan kora Lagranges metod och fa ekvationssystemet

fl,:c = )\gl,x =2z = A(101’. + 6:1/), (3)
fi,y = Ag1,y = 2y = A(20y + 6x), (4)
g1 =1= 52+ 10y + 6y = 1. (5)

Det ar 14tt att se att om A inte kan elimineras fran (3) och (4) sa maste (z, y) = (0, 0),
vilket inte uppfyller bivillkoret (5). Eliminering av A fran (3) och (4) ger

2x 2y

A= - = 22(20y + 62) = 2y(10z + 6y) =
10z 16y~ 20y + 62 2%(20y+ 6) = 2y(10z + 6y)

2 g2 ) _ ZxQ 4 §y2.

18
= 20zy = 12(y® — 2%) = 6oy = —
zy (y™ — %) xy 5(y 5 -

Detta dr ekvationen for en “vanlig” ellips i—; + Zéé =1, med a = +/5/7, b = \/5/68.
Notera att f; méter avstand fran origo i kvadrat. S& max och min vérdena for f;
under bivillkoret maste vara a? = 5/7 resp. b? = 5/68.

(a) Man ska byta ordningen i den itererade integralen:

1 Y dx 1 1 x\1°7Y
ydy/ —— = / y dy [ arctan ()} =
/0 vy o #2+y* Jo vy Y /)]0

1 1 /m T (! T
/Ox/ﬂyy<4 0) 4/Oy y

[\



(b) Byt variabler till u = zy, v = y/x sadan att omradet i uv-planet blir den axelparallella
rektangeln {(u, v) : 1 <u <4, 1 <wv <2}. Vihar

Il
@@
8= 8
Il
DO
]|
Il
DO
i~

Sa arean blir

//dxdy// dd// ey dudv =
:/1 l—dudv— /du/ -~:gln2.

. .. _ _ 1
(c¢) Integranden kan skrivas h(g(z, y, z)), déir g(z, y, 2) = x +y + z och h(u) = S
Darfor blir integralen

2
/ h(w)V'(u) du, dir V(u) = vol{(z, y, 2) 12, y, 2 >0, z +y + z < u}.
0

Man kan visa att V(u) = u®/6 (omradet dr en tetraheder). S& vi far

/2 u? v=14u3 1 [Pdv  In3
I el B
0 2<1 + US) 6 1 v 3

3. F ar “néstan” konservativt. Mer precis, om vi later
b(z, y, z) = 22 sin(ry) — ze” — 3ye?,

da & F = V¢ + (0, 0, 3ye®). Kurvan borjar i (0, 0, 0) och slutar i (%, 1, 1). Sa

T Nodr — —e (T 2y,
LF~dr:¢(4, 1, 1)—¢(o, 0, o)+/(0, 0, 3ye?) - dr e(4+3)+L(0, 0, 3ye?) - dr.

Y

Vi kan berékna den sista kurvintegralen med den givna parametriseringen ty den jobbiga
z-termen déri kommer att férsvinna. Vi har alltsa

1 1
/(0, 0, 3yeZ)-dr:/ (0, 0, 3te') - (—, 1, 1)dt:/ teldt =--- = 3.
0 0 0

SVAR: 3 —¢ (§ +3).

4. (a) 1i. Enligt Greens sats sa dr kurvintegralen lika med dubbelintegralen

Ay
1 2 y=v'z 1 4
—/dx y——i—azy —/dx E—i—ac?’/Q—gc——a;B‘ =
0 2 _— 0 2 2

ii. D =1 — 39, diir v = {(x, 22) : 0 < 2 <1} och yo = {(z, v/7) : 0 < 2 < 1}, 54
ﬁaDF-dr:f%F-dr—wa-dr. Da har vi

1
1
/F'dI'Z/(x4—x3)da:+(x3—x4)2xdx:-~:7
71 0 60

1

dx 17
F-dr:/ (z* =) de+ (3 —2) —= = = ——
/72 0 2\/x 60

L 17) =18_3 V.S.V.

Sa sammanlagt far vi g5 — (—@ = & = 157



(b)

1 och o dr varandras spegelbild i linjen y = x, sa dessa har samma ldngd. S&

1 1
H8D||:2|Wl||:2/ \/1+(dy/dx)2da::2/ V14422 de =
0 0
w=2z [* Vit formelblad 1 Ny vz 1
= + u?du = i[u 1+u?+In(u+ 1+u)]0—-'-—\/5+§1n(2—|—\/5).
0

Forst har vi

0 0 0
F=_ (2 -1 =242 1.
\Y 8x(m)+8y(y +:cy)+az(z )=z+2y+z+

Enligt Gauss sats sa ges flodet ut ur K av

//Kv'dez//A(z+2y+m+l)dV:///K(ZJrl)dV,

ty integralerna for y och x blir noll av symmetriskdl. Ytorna &1 och S; méts da
z=a2+y? =4—22—9% = r=+/2, dir r = \/22 + 2 &r den polira radien. Saledes

blir flodet
d—g?oy? 2 z=4—12—y>
// dacdy/ (z—i—l)dz-// [—i—z] =
22 4y2<2 T2 4y? 22442<2 2 2= 4y?
V2

27 V2 4 — 2\2 4
:/ dG/ rdr u—i—(ll—rQ)—r——TQ :---:27r/ rdr (12 —6r?) = ... = 127.
0 0 2 2 0

Y7 hor till funktionsytan z = f(x, y), dir f(z, y) = 22 +y%. Sa
NdS = +(—fo, —fy, 1) dxdy = £(—2x, —2y, 1) dz dy.
Vi soker flodet ut genom ytan, vilket &r samma sak som flodet ner. Sa vi véljer
NdS = (2z, 2y, —1)dz dy
vilket innebér att

F-NdS = (zz, > +xy, z— 1) - (2z, 2y, —1)dody = (22%2 + 2y° + 229> + 1 — 2)dx dy =

— 2 2
By (2ac4 + 2227 4+ 20° 4 202 + 1 — 22 — ) da dy.

Flodet ut genom Y; ges ddrmed av
// F-NdS:// 2zt 4+ 222y + 202 + 20> + 1 — 22 — ) dx dy =
Y1 x24y2<2
= // (22t + 22%92 +1 — 222) dx dy,
r24y2<2

ty [ Yy = I zy* = 0 och I 7?2 = I y? av symmetriskal,

:// dxdy—l—Q// [2%(2? + y? — 1)]dedy =
2 4+942<2 z2492<2

o V2 8w
:27r+2/ cos29d9/ r2(r2—1)rdr:...:7_
0 0 3
Sa andelen av flodet som &r genom Y] ar % =2/9.

Sats 10.3.2 i boken.

Q ar bagvis sammanhéngande och varje enkel, sluten kurva i Q kan kontinuerligt
kontraheras till en punkt utan att lamna €.



7. (a) Det finns konstanter Ay, ..., A, och en funktion p(hq, ..., h,) sadana att

f(al—i—hl, e an—f—hn):f(al, aan)+ZAzhz+
i=1

och p(h1, ..., hy) — 0da (h1, ..., hy) — (0, ..., 0).
(b) Sats 2.2.3 i boken.

8. Betrakta
dx

F(s):/0182_x2.

Det iir klart att F(s) éir definierat for |s| > 1. A ena sidan kan vi derivera under integral-

Fl(s) = /01 (;1 <52_1x2> do = —23/01 @2?3;2)2 (6)

A andra sidan, eftersom

tecknet och fa

sa har vi att

1 (Y dx dx 1 _
F(s) = — =1 —In(s — 2)]*=k =
() 2s /0 <s +x Tz x) 25 [In(s +2) = In(s —2)]z=0 25 ’

vilket i sin tur innebéir att

2s (% - 5) — 2[ln(s + 1) — In(s — 1)]

F'(s) = = . 7)

Fran (6) och (7) erhaller vi att, for |s| > 1,

U g =1 — 57 + 2n(s+ 1) —In(s — 1)]
/0 (s2 — 22)2 452

Satt s = 2:

/1dw_ _1(1, 3
o (4—222  8\3 4 )’



