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For godkédnt pa tentan krdvs 20 poédng, inklusive eventuella bonuspoédng erhallna under VT-2019 fran Mobius
uppgifterna och Matlab. Preliminért sa kridvs 30 podng for betyget 4 och 40 podng for betyget 5. Dessa grianser
kan minskas men inte hojas i efterhand. For slutbetyg kriavs godként pa tavelmomentet, samt for TM-studenterna
godkédnt pa extra-vektoranalys momentet.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentan. Tentan rittas och bedéms anonymt. Resultatet
meddelas i Ladok senast den 2 juli. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kurswebbsidan och via Ping Pong,
efter detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s studieexpedition.

OBS!

Motivera dina svar vil. Det &r i huvudsak tillvigagangsséitten och motiveringarna som ger poing,
inte svaren.

I de uppgifter som bestar av fler olika delar gar det alltid att 16sa de enskilda delarna oberoende
av varandra, &ven om man kan ibland spara réknetid genom att 16sa deluppgifterna sekventiellt.

Uppgifterna

1. Lat f(z, y) =e” V.

(a) Bestdm rikningsderivatan fér f i punkten (1, 1) och i riktning mot punkten (3, —2).

(b) Bestdam Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 fér f i punkten (1, 1) och ddrmed en
uppskattning for f(1.01, 0.97).

2. Lat f(z, y) = xy och g(z, y) = x* + 2%y + y*. Motivera varfér f maste anta bade ett
storsta och minsta viarde under bivillkoret g(x, y) = 12. Bestdm sedan dessa vérden.

3. (a) Med hjilp av variabelbytet u = xy?, v = y (eller pa nagot annat vis) bestim den
allménna l6sningen till PDE:n

20fe —yfy=y+zy, x>0,y>0,

samt den entydiga 16sningen som uppfyller f(1, y) =e ¥ Vy > 0.

(b) Skriv fy, i termer av u, v och f’s partiella derivator med avseende pa u och v.
(OBS! f € C? far antas).

Var god vind!

(2p)



Bestam

//D(3:U2 + 2zy — y?) dx dy,

diir D &r parallellogrammet i R? som begriinsas av de fyra linjerna z+y = 1, z+y = 3,

3x—y=2,3x —y=4.
/// SE e dy dz,
D z

dir D= {(z,y, 2) eR3: 22 +¢y2 <22, 0< 2 < 1}
Lat

Bestam

K={(z,y, 2) eR¥:2? + 9> <2 1<2<2}.

i. Skissa kroppen K.

ii. Bestdm volymen av K.

Lat F : R? — R? ges av
Floy) = <7Sin6 zeosa + 3y® +a°, 20 — TySeV’ + y) .

Anvand Greens sats for att bestdimma 557 F - dr, dér v dr triangeln med horn i (0, 0),
(3, 0) och (1, 2), genomlopt medurs.

Definiera vad som menas med att ett n-dimensionellt vektorfilt F : R® — R"™ ar
konservativt.

Bestam kurvintegralen i del (a) utan Greens sats, dvs via direkt parametrisering av
de olika linjestycken, genom att forst skriva F = G — H, ddr G &r konservativt och
H &r “mycket enklare” dn F.

Lat K vara den begrinsade kropp i R? som avgrénsas av ytorna z2 + y? 4+ 22 = 4 och
322 = 22 + 9%, 2 > 0. Beriikna flodet in i K av vektorfiltet

F(JZ, v, Z) — (_$y2 + esin(—z3,y2;;)’ 2y22 + ln(l + 22)7 - LU2Z).

Vad #r da flodet ut ur K av vektorfiltet G = (23, y3, 23) ?
Lat H = (22, 32, 2?). Beriikna flodet av H ut genom den del av 0K som tillhor sfiren.

Formulera Stokes sats och bevisa den under forutséttningen att ytstycket hor till en
C%-funktionsyta z = f(z, y).
(OBs! Du behéver inte definiera termer som uppstar i satsens formulering).

Definiera vad som menas med att ett vektorfilt F : R3 — R3 #r kdallfritt respektivt
virvelfritt.

Var god vind!

(1p)

(3p)



8. Lat f:R?> — R vara en funktion.

(a) Definiera vad som menas med att f tillhor klassen C?(R?).
(b) Bevisa att om f € C%(R?), da &r
of
Oz Oy

0% f

R2.
Dy 0 (a, b) Y(a,b) €

(CL, b) =

9. Fér u > 0 och n € N, lat T, ,, vara den “n-dimensionella tetrahedern”
n

Toow={(z1, ..., 25) e R" 1 2; > 0 V1, sz < u}.
i=1

Bevisa att vol(T,, ) = ;.

Go n’eiri an bothar libh!



Lésningar Flervariabelanalys F/TM, 190610

1. (a) Vihar

sa Vf(1,1) = (2, —1). En riktningsvektor ges av v = (3, —2) — (1, 1) = (2, —3) sa
(27_3) — (27_3)

en normaliserad riktningsvektor ges av v = . Rikningsderivatan ges

V22432 T V13

ddrmed av 2 1) 3) .
Vi v=-2 " &9 _-_1
/ V13 V13

(b) Vidare partiell derivering ger

fuw = 2+ 42%)e”' 0 (g,

2y (1,:1) 1

Y

fyy=e¢
(1,1)

foy = —ope™ Y 2 9,
Notera ocksa att f(1, 1) = 1. Saledes ges Taylorpolynomet av grad tva i (1, 1) av

2
(6h2—4hk+k2)=1+2h—k+3h2—2hk+’i.

P(h, k)=1+ (2h — k) + 2

1
2
Om vi séitter h = 0.01, k = —0.03 sa far vi uppskattningen

£(1.01, 0.97) &= 1 +2(0.01) — (—0.03) + 3(0.01)% — 2(0.01)(—0.03) + (—0.203)2

2. Konstatera att var och en av 24, y*, 2% och 3 dr icke-negativt for alla = och y. Saledes maste
bade z och y vara begriansade om x4+ 2%y +y* = 12 ska gélla. Dirmed definierar g(z, y) =
12 en begrdnsad och sluten, dvs kompakt kurva i planet. Eftersom f &r kontinuerlig s&
maste den anta bade ett storsta och minsta virde pa kurvan.

For att hitta dessa véirden kor vi Lagranges metod.

fo = Aga = y = MNd2® + 229%), (1)
fy=Agy =z = A4y? + 22%y), (2)
g=12= a* + 2%y® + 2* = 12. (3)

Detta ger tva alternativ:
Fall 1: A= 0. I'sa fall &r = y = 0 enligt (1) och (2), men (0, 0) uppfyller €j (3).
Fall 2: X # 0. Vi kan da kancellera A fran (1) och (2) enligt

A=—2Y -7
43 4 2xy? 4y + 222y

:>~-:>x4:y4:>x:j:y.
Insittning in i (3) ger 2* = 4, sd © = +y = £v/2 och f(x, y) = +2. Dessa ér extremviir-
dena.

3. (a) Enligt kedjeregeln har vi

fz = fulle + fove = y2fu +0- fo = ysz
fy = fuuy + fovy = 22y fu + fo

Inséttning i den givna PDE:n ger

Zx(yzfu) - y(Qxyfu + fv) =y+xy
= —yfo =y(l+ ).

=..-=1.05135.



Eftersom y > 0 antas sa kan vi forkorta och ”
fo=—1+=).
Innan vi integrerar maste HL skrivas i termer av u och v. Konstatera att = = u/y? =
u/v?. Saledes har vi
U U
fo== (14 5) = flu ) = = (v=2) +o(w),

dér ¢ &r en valfri deriverbar funktion av en variabel. Detta dr den allménna l6sningen,
vilket i termer av x och y lyder

flz, y) =2y —y+ o(zy?).

Om nu f(1, y) = e7¥ sa far vi e™¥ = ¢(y?), dvs ¢(t) = eVt for alla t > 0. Saledes
far vi den entydiga 16sningen

fle,y)=ay—y+e ¥V Ya>0,y>0.

Ovan hade vi redan f, = 2xyf, + f,. I termer av u och v har vi 22y = uy = 2u

v
Darmed ar 5
Uu
fy = 7fu + fv
)
2u

och en till tillimpning av kedjeregeln (kom ihag att u, = 2zy = =%, v, = 1), plus
produktregeln, ger

=g (et £) 2 o (Bt £) 1=

— 2£ . (%:fuu + %fu +fuv> + (?fuv - %fu +fvv) =

v

4y? 4u 2u
== UTfuu + Tfuv + fvv + Ffu

Vi byter variabler till v = x + vy, v = 3x — y. Notera forst att 322 + 2zy — y?> =

(x 4+ y)(3z — y) = uv. Sedan har vi
d(u, v) 1 1
d(z,y) |3

och darmed
d(z, y)

d(u, v)

1
da;dy:‘ ‘dudv:4dudv.

Saledes blir dubbelintegralen

4 3
uv
—dudv=---=6.
I

Notera att i cylindriska koordinater (r, 0, z) ges D av
D:{(TveaZ):0§9§27Ta0§2§1,0§7“§2}.

Déarmed far vi féljande itererad integral i cylindriska koordinater:

2 1SiIIZ z 1
/ dG/ dz/ T’dT:ﬂ'/ zsinzdz = m[—zcosz +sinz]) =--- = 7w(sinl — cos1).
0 0o 0 0

Notera att z = 22 + 32 #r en paraboloid medan att z = 1 och z = 2 #r tva parallella
plan. Kroppen K avgrinsas av dessa tre ytor, se Figur 1. Vi kan berékna volymen
enligt

2 2 3
Vol(K):// dxdxydz:/ dz// d:zdy:/ wzdz == —.
K 1 x24y2<2 1 2



5. (a)

(b)
()

Lat T vara insidan av triangeln. Eftersom vi ska folja randen medurs sa géller enligt
Greens sats att

ng-dr:// <8Q@P> dxdy—// 6y — 2)dxdy =
- Jdxr Oy
/dy/ (6y —2) dx—/ dy[6xy—2x}y/_2 =
y/2 0

:...:/( 6+ 21y — 9y°)dy =--- =6.
0

F séigs vara konservativt om det finns ett skalérfilt U : R™” — R sadant att F = VU.

Om man tar
6

2
Uz, y) =sin” z + % eV g % + 3zy® + 22y

da dr det ldtt att kontrollera att VU = F + (2y, 6zy). Sa vi sdtter G = VU och
H = (2y, 6xy). Eftersom G &r konservativt sa giller att

%F-dr——?{Hdr—% H-dr_]é 2y dx + 6xy dy,
Y ol o4 4

dér + &r samma som - fast genomlopt moturs. Det dr naturligt att gora en uppdelning
~" = v1 + 72 + 3 och beriikna kurvintegralerna separat.

For det forsta har vi 1 = {(z,0) : 0 < z < 3}. Eftersom y = 0 hela véigen sa &r
f% H-dr =0.
For det andra har vivo ={(3 -y, y) : 0 <y <2}. Sa

2 2
H‘drz/ 2y(—dy)+6(3—y)ydy=/ (16y — 6y°) dy = --- = 16.
V2 0 0

For det tredje har vi v3 = {(z, 2z) : 1 >« > 0}. Sa

0 1
/ H.dr = / 2(2z) dx + 62(2x)(2dx) = / (4x + 242?) dx = - - - = —10.
Y3 1 0

Sa slutligen har vi

%F-dr:% H dr =
ol v ;

3
1=

/H-dr:0+16—10:6, V.S.V.
1v7

ANMARKNING: Ett ungefar lika latt alternativ ar att skriva F = G; + Hy dér

6 2

H, = (332, 2x).

Vi soker flodet inat sa enligt Gauss sats géller

Flode in = — // V-FdV = — /// <6F1 F2+88F3>dv_
[t er s v [ e

Nu ska vi byta till sfiriska koordinater (p, 6, ¢). For att fa granserna for 6 notera att
pa konen 322 = 22 + ¢? giller

2 2
N - S
z 3

r
tanf = — =
z



Saledes har vi att

2w /3 2
/// (x2—|—y2—|—22)dV:/ / / p*(p?sin @ dpdf do) =
K 0 0 0

/3 2 )
:27r/ sin@dﬁ/ p4dp:---:3—7r.
0 0 5

(b) Konstatera att V- G = 3(z% + y% + 22) = —3(V - F). Eftersom vi soker flodet ut den

hir gangen sa kommer svaret att bli +3 ganger svaret fran (a), saledes %TW'

(¢) Pa sfiren 2 + y2 + 22 = a2 har vi (N iir den utdtgdende enhetsnormalen)

N 1
iS5 = a?sinfdfdy, N—po —S¥2 _ ~(z,y, 2),

V2 +y? + 22 T a

x=asinfcos¢, y=asinfsing, 2z = acosd.

I vart fall & a = 2 och vi vill integrera 6ver stycket 0 < 6 < 7/3, 0 < ¢ < 27. Saledes
blir

R 2w pm/3 2w pm/3
// H-NdS = 2/ / (2%, 2, 22)-(x, y, z)sin 0 df do = 2/ / (2®+y>+2%) sin 0 d dp.
Y 0 0 0 0

Notera att integralena av bade z3 och 3> blir noll av symmetriskil (ytstycket Y ir
symmetriskt kring z-axeln). Vi har kvar

2w /3 2w /3 /3
2 / / 23 dfd¢ = 16 / / cos® @sin 6 df dp = 327 / cos® @ sin 6 df
0 0 0 0 0

“:2593277/1 Bdu=-. =T
1/2 2

ANMARKNING: Ett alternativ ar att berdkna enligt

//H-NdS:/// V-HdV — H- (0,0, —1)dS
Y K1 Y

dar K &r den del av K som ligger mellan sfdren och planet z = 1 och Y; &r den del
av samma plan som ligger inuti sfiren. Nar det géller integralen 6ver Ky, notera att
V-H = 2(xz + y + z) och att integralerna av bade = och y blir noll av symmetriskal.
Notera dessutom att Y; #r en cirkelskiva av radie v/3 och att H-(0, 0, —1) = —22 = —1
i planet sa att [ le H-NdS = —3r. Sa efter byte till cylindriska koordinater far man

att
~ 27 2 Va—22 1
//H-NdS—37T+2/ d&/ zdz/ rdr:---:37r+9lzﬁ.
Y 0 1 0 2 2

7. (a) Sats 10.3.2 i boken.

(b) Kallfritt: V - F = 0. Virvelfritt: V. x F = 0.
8. (&) fu, fy> fows fuys fyy alla existerar och #r kontinuerliga i hela R?.

(

b) Sats 2.5.9 i boken.

9. Induktion pa n.

Basfallet n = 1: Man ser direkt att

vol(Th,n) = vol{z; e R:21 >0, 21 <u} =10, u)]| =u= L ovsv.



Induktionssteget: Antag att vol(T), ,) = %l for alla w > 0 och betrakta 1,41, ,. Enligt
Fubini kan dess volym skrivas som foljande itererad multipelintegral:

u u—r1 U—Tr1—x2 u_($1+"'+$n)
vol(Thi1,u) :/ dxy / d$2/ dxg.../ dznit | -
0 0 0 0

Konstatera att den n-dimensionella integralen inom [...] &r just volymen av en T}, y—q,,

vilket enligt induktionshypotesen &r (u_n# Saledes far vi

U (’LL _ xl)n y=u—m1 1 u 1 un+1 un—‘,—l
(T, = —F—d = = "dy = — = S.V.
vol(Tn+1,u) /0 n! o n!/o = a\nr (n+ 1)V vy




