Tentamen
MVEO035/6 Flervariabelanalys F/TM

2019-08-27 k1. MVEO035: 08.30-12.30, MVE036: 09.30 - 13.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Peter Hegarty, telefon: 070-5705475
Hjialpmedel: Inga hjdlpmedel, ej heller réknedosa

For godként pa tentan krdvs 20 poidng, inklusive eventuella bonuspoédng erhallna under VT-2019 fran Mdobius
uppgifterna och Matlab. Preliminért sa krivs 30 poing for betyget 4 och 40 poiéing for betyget 5. Dessa griinser
kan minskas men inte hojas i efterhand. For slutbetyg kriavs godkéant pa tavelmomentet, samt for TM-studenterna
godként pa extra-vektoranalys momentet.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentan. Tentan rittas och beddéms anonymt. Resultatet
meddelas i Ladok senast den 17 september. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kurswebbsidan och via Ping
Pong, efter detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s studieexpedition.

OBS!

Motivera dina svar vil. Det &r i huvudsak tillvigagangsséitten och motiveringarna som ger poing,
inte svaren.

I de uppgifter som bestar av fler olika delar gar det alltid att 16sa de enskilda delarna oberoende
av varandra, &ven om man kan ibland spara raknetid genom att 16sa deluppgifterna sekventiellt.

Uppgifterna

1. Lat
3

T
fl(l" y) = :E2+y3’ f2($, y) = ‘Ty4+g’ gl(xa y) = 25E2+3y2—93y> 92(1'7 Y, Z) = Zezz+y2 .

(a) Bestdm rikningsderivatan for g; i punkten (—2, 1) och i riktning mot (1, 3). Bestdm
ocksa ekvationen for tangentplanet till ytan z = g;(x, y) i punkten (-2, 1, 13).

(b) Bestdm Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 for f i punkten (1, 1) och beridkna dér-
med ett approximativt virde for f2(0.97, 1.02).

(c) Forklara varfor ekvationen go(z, y, z) = 6 implicit definierar z som en funktion av
x och y, sig z = h(x, y), i en omgivning av (0, 1, 2). Bestdm h, och h, i punkten

(0, 1).
(d) Lat F, G : R? — R? vara fiilten som ges av F = (f1, f2), G = (91, g5), dér g5(z, y) =
92(377 Y, 1)

Bestdm (G o F)(1, 1) samt Jacobimatrisen i (1, 1) for G o F.

2. Lat f(z, y) = 2%y — x1ny.

(a) Vad ér definitionsméingden till f ? Skriv svaret precist som en delmingd i R2.
(b) Bestam och klassificera alla kritiska punkter till f.

(c) Har f ett globalt maximum och/eller minimum i sin definitionsméngd ? Motivera
val !

Var god vind!



3. (a) Berdkna den sammanlagda massan hos ett inhomogent féremal som ockuperar om-
radet
D={(z,y,2) €R:2>0, 3>+ <22<4—2%—y%)

och vars densitet varierar enligt

Va2 4+ y? + 22

22 +y?+ 224+ 4)2

p(x, Y, Z) = (

(b) Bestdm arean av den del av ytan z = 22 — y? som bestéims av olikheterna z > 0 och

242 <1
/ / @0/ @) gy dy.
T

(c) Bestdm
dar T &r triangeln med horn i (0, 0), (4, 0) och (2, 2).

4. Lat vektorfiltet F : R® — R3 ges av
F(x, vy, 2) = (e¥%, 2zy — €%, 2% — 2°).
Bestam flodet av F upp genom halvsfiren 22 + 4% 4+ 22 =1, 2 > 0,

(a) med hjalp av Gauss sats

(b) utan Gauss sats, dvs via direkt parametrisering av ytan. (OBs! Héir kan det vara
behjépligt att utnyttja symmetrier).

5. (a) Definiera vad som menas med att en funktion f : R” — R &r differentierbar i en
punkt a = (ay, ..., an).

(b) Formulera och bevisa kedjeregeln for en sammanséttning f o g, diar f : R" — R och
gi:R—=> R, i=1,..., n, i differentierbara funktioner och g = (g1, ..., gn)-

(c) Lat f: R? = R ges av

224 4 3yt + 23

10,00=0, fl@y)=—5"5

v (z, y) # (0, 0).

Ar f differentierbar i (0, 0) ? Motivera vil !

6. (a) Definiera vad som menas med att en domén D C R? #r reguljir.

(b) Formulera och bevisa Greens sats for en reguljiar domin i R2.

7. Siitt N
y=f(z) = / sin(z — t) In(1 + t2) dt.
0

Bevisa att y” +y = In(1 + 2?).

Go n’eiri an bothar libh!



Losningar Flervariabelanalys F/TM, 190827

(a)
2,1
gro=dz—y 2" 9,
2,1
gLy:Gy—x( = )8.
Sa tangentplanets ekvation lyder
—9(x—(-2))+8y—1)—(2—13)=0 = 92— 8y + 2= —13.
En riktningsvektor ges av u = (1, 3) — (-2, 1) = (3, 2) sa en enhetsvektor i den
riktningen ges av @ = (3, 2)/v/32 + 22 = (3, 2)/v/13. Riktningsderivatan ges da av
X (3, 2) 11
=Vg-a=(-98)- = ——.
g1,u g1 ( ) \/ﬁ \/ﬁ
(b)
f2(17 ]-) = 2a
322 (1,1
fQ,Z‘ = y4 + — (:) 47
Yy
3
x° (1,1
f2,y :49393 - ? (:) 3,
6x (1,1
f2,xw = (:) 67
322 (1,1)
J2,2y = 4y3 - ? =1
223 (1,1
fo,yy = 1229y° + W Ly,
Saledes ges Taylorpolynomet av grad tvai (1, 1) av
1
P(h, k) =2+ (4h + 3k) + 5(6h2 + 2hk + 14k?) = 2 + 4h + 3k + 3h® + hk + TE>.
Da vi sétter h = —0.03, £ = 0.02 far vi approximationen
£(0.97, 1.02) ~ P(—0.03, 0.02) = - - - = 1.9449.
(c)

(
92,y = 22 = 47
0
g2, =€ (1+x2)+2yz ="5.

Eftersom g2 (0, 1, 2) # 0 sa dr z en implicit funktion av x och y i en omgivning.
Dessutom enligt Implicita Funktionssatsen géller i punkten (0, 1) att

4 4
hl‘:_'gzi’x = ——, hy:_g27y = —_,
92, 2 5 92,z 5)

(d) For det forsta, g3(x, y) = g2(z, y, 1) = €* + y. For det andra,



For det tredje,

fie fi,y ] 2z 3y? (1,1) { 2 3 }
DF: ’ ’ pr— - p— 5
|:f2,x f2,y 4 72
(

Y
DG:[gi,x gi,y]:[ﬁlx—y 6y—x]
gQ,a: gQ,y 1

For det fjéarde, enligt kedjeregeln,

1 6 10][2 3 52 48
D(GOF)[1][62 1“4 3][2e2+4 3e2+3}‘

Ty Iny &r definierat endast for y > 0 da d&r Dy = R x (0, 00).
I en kritisk punkt géller

fo =2y —Iny =0, (1)
x
y " (2)
Fran (2) far vi

2y —x
Yy

0= s0=a’y—z=z(zy—1)=>z=0ecllery=1/z

Fall 1: = 0. Inséttning in i (1) ger Iny = 0 = y = 1, dvs punkten (0, 1).
Fall 2: y = 1/z. Insittning in i (1) ger 2 +lnz = 0 = z = 1/e? = y = €2, dvs
punkten (1/e2, €2).

Det finns alltsd tva kritiska punkter, (0, 1) och (1/€2, e2). Nist till klassificeringen:

1 x
A= fax =2y, B:fzy:fym:2x_§’ C:fyy:?'

I punkten (0, 1) har vi A = 2, B = —1, C = 0, s4 AC — B? < 0 vilket medfér en
sadelpunkt.

I punkten (1/€2, €?) har vi A = 2¢%, B = 1/e?, C = 1/e5, s& AC — B? = 1/e* > 0
och A > 0, vilket medfor ett lokalt minimum.

f har varken ett globalt max eller min i sin definitionsméngd, ty t.ex.

f(z, 1) = 2* = 400, da & — Foo0,
f(-1,e)=e+Ine = —c0,da e — 0F.

Den totala massan ges av

m2+y +z2
[ =, e

Omradet D &r en “ice-cream cone” sa det dr lampligt att byta till sfariska koordinater.

Saledes blir integralen
2w /6 2 p3
qu/ sin9d9/ ————dp
/0 0 o (p?+4)?

u=p>+4 V3 Su—4 V3 1
= 2r-(1—— - R = ... = 1 - — n2—=1.
T ( 2) /4 922 du 71'( 5 n 5




(b)

Arean ges a priori av [ fﬂ(y) dS, diar w(Y') dr ytans projektion pa zy-planet. Notera
att villkoret z > 0 innebér att |z| > |y| pa ytan. Saledes &r

n(Y) ={(z,y) eR®:a® +y* <1, [a| > |yl},
vilket kan uttryckas i polédra koordinater som

F(Y):{(T,Q):Ogrgl —4<«9<4eller34<9<5:}.

For det andra, eftersom vi har en funktionsyta z = f(z, y) = 22 — y? sa &r

s — \/fx +(£,)2 + 1da dy = \/A(22 + y2) + 1 dz dy.

Arean ges dirmed i polara koordinater av (notera att det récker att integrera Gver

den hogre halvan av 7(Y') och dubblera, av symmetriskl)
w/4 T
/ / Var2 +1rdrdd = - = —(5v/5—1).
/4 12

Byt variabler till u = z — y, v = x + y. Notera att Ts tre sidor ligger pa linjerna
y=0,x—y=0och z+y=4. Saledes beskrivs T' i uv-planet av

T={(u,v):0<v<4,0<u<v}
Vi har

Uy Uy
Vg Uy

_‘1 —1

Sa integralen blir

4 o 4 v
//d:cdy:/ / e“/”d(x’y)dudvzl/ dv/ eV du =
T o Jo d(u, v) 2 Jo 0

1t —-1 [
:/ dv[fue“/“]g:e / vdv =4(e —1).
2 /s 2

0

Forst har vi

0 0 0
—(eY* _— —e* P — 2 — 2 = —
8:5(6 )+ ay(ny e’) + e (x% —2%) = 22 — 2z.

Lat K vara halvklotet som innesluts av halvsfiren plus ekvatorn. Enligt Gauss sats
sa ges det totala flodet ut ur K av

//KV-FdV—///K(Q:c—Qz)dV

Notera att [[[,-2dV = 0 av symmetriskil. Sedan byter vi till sfiriska koordinater
och far

2 w/2 1
// V-FdV:—Z/ d¢/ sin0c059d9/ pPdp=--=—
K 0 0 0

A andra sidan har vi att det totala fdet ut ur K ges av

// F-Nds+// F-Nds,
S1 52

dér den forsta termen &r flddet upp genom halvsfiren (det vi soker) och den andra
dr flodet ner genom ekvatorn. Pa Sy giller N = (0, 0, —1) och F = (1, 2zy, z?).
Saledes &r

27 1
// F-NdS:—// deS:—/ cos20d9/ PPdr ==L,
So So 0 0 4

Sa slutligen,
:// F-Nds— = :// F-Nds=-"_.
51 4 51 4

V-F =

Do 3



(b) Pa halvsfiren géller

dS = a®sin 0 d0 dp “=" sin 6 d do,
N:ﬁ:g:p:($7y7 Z)'

Vi har

// F-NdS’:// (e¥, 2zy — €2, 2% — 2%) - (z, y, 2)dS =
Sl Sl

= // (ze¥? + 2xy® — ye* + 2%z — 23) dS.
S1

Av symmetriskil ser vi direkt att

// JreyzdS’:// l’deS:// ye*dS = 0.
S1 S1 S1

Med det vi har kvar sa byter vi till sfariska koordinater och far:
27 pm/2
// (222 — 2%)dS = / / (sin 0 cos® ¢ cos @ — cos® 0) sin 6 df do
S1 0 0

27 w/2 27 w/2
= / cos® ¢ do / sin® @ cos 0 df — / de / cos> 0 sin 6 df. (3)
0 0 0 0

Notera att fgr /2 5in3 0 cos 0 df = foﬂ/ % cos3 fsin 0 df av symmetriskil. Och sedan att

2 2 w/2 wesin 0 1 1
/ dé = 2, / cos® pdo =, / sin® 0 cos 0 df = / wdu = ~.
0 0 0 0 4

Inséttning in i (3) ger att flodet upp genom halvsfiren blir %(7? —27) = —7, v.s.v.

(a) Det ska finnas en vektor A € R™ sadan att
fa+h) = f(a) + A-h+[h]|p(h),

dar p(h) - 0dah — 0.

(b) Sats 2.3.4 i boken. Se mina egna anteckningar pa kurshemsidan for beviset for god-
tyckligt n € N.

(¢) Om f var differentierbar i (0, 0) sa skulle foljande gélla:

F(hy k) = (0, 0)+h-f(0, 0)+k-£,(0, 0)+v/h2 + k2 p(h, k), dér p(h, k) — 0 d& (h, k) — (0, 0).

(4)
Per definition av partiella derivator sa har vi
_ o f(h0) = f(0,0) . h3/R*
12(0,0) = lim h =pm e =h
T f(07k>_f(070)_ 3k4/k2_
1(0, 0) = Jim k =y =0

Inséttning in i (4) ger
2h* + 3k* + h?
(22 4 y2)3/2
f ar alltsa differentierbar i (0, 0) om och endast om denna funktion gar mot noll da
(h, k) — (0, 0). Men sa &r inte fallet. T.ex.

p(h, k) =

h* 4+ h3 1
,o(h,h):5 + — , da h — 0.
2v/2 h3 2v/2




6. (a) D sigs vara reguljir i z-led om det finns en uppdelning av D i éndligt manga delom-
raden D1, ..., D, sadan att, for varje i = 1, ..., n, det finns konstanter a;, b; och
Cl-funktioner o;(z), Bi(x) sddana att

a; <bi, ai(z) < Bi(w) Vo € [a;, bil,
Di={(z,y) eR*:a; <z <b;, ai(z) <y < Bi(x)}.

Analogt, sa sidgs D vara reguljir i y-led om det finns en uppdelning av D i dndligt
manga delomraden D, ..., D] sadan att, for varje j =1, ..., m, det finns konstan-
ter ¢;, d; och C'-funktioner v;(y), 0;(y) sddana att

cj <dj, ~(y) <;(y) Yy € [¢j, dj],
Dj={(z,y) €R* : ¢; <y < dj, v(y) < < 55(y)}-

D s#gs vara reguljar om den &r reguljir i bade z-led och y-led.
(b) Sats 9.2.1 i boken.

7. Vi har
b(x)
flx) = / g(z, t)dt, dir b(x) = z och g(z, t) = sin(z — t) In(1 + t?).
0
Enligt Sats 5.1.2 i boken har vi
x 8 in 0= x
fl(x) = / %(m, t)dt + g(z, ) ° 0 O/ cos(z — t) In(1 + t?) dt + 0.

0 0

Samma sak en gang till, med h(z, t) = cos(x —t) In(1 + t2), ger

£@) = [ Gew dt b, 0) 2 = [ = (14 ) de+ a1 +0?) =
0 0

= —f(x)+In(1+ 2% = (=) + f(z) = In(1 + 2?), vs.v.



