MVE036, VT-19: FORELASNING 4

4. GAUSS OCH STOKES SATSER

4.1. Dirac-d i R™. Det finns tva naturliga sitt att definiera Dirac—4 i flera dimensioner, genom
att generalisera (3.11), alternativt (3.34). I tur och ordning:

Definition 4.1. Dirac—6 distributionen i R™ &r den linjéra avbildningen 6" : C§°(R") — R
som ges av

(4.1) 6"(¢) = ¢(0) V¢ e C5(R).

Hér betecknar C3°(R™) vektorrummet av alla oéndligt differentierbara funktioner ¢ : R — R
som har kompakt stod. Vi vet fran flervariabelanalysen vad detta betyder.

Definition 4.2. Lat 7 besta av alla delméngder till R som kan skrivas som en &ndlig union
av n-dimensionella bollar, dar med “boll” tillater man bade 6ppna och slutna, samt bade andliga
och oéndliga sadana. Dirac—0 mattet i R™ dr den sannolikhetsférdelning 6" : F§ — [0, 1] som
ges av

n |1, omOe€A,
(4.2) 6"(4) _{ 0, om0 ¢ A.

Precis som i en dimension ar det nog konceptuellt ldttare att arbeta med den andra definitionen.
I synnerhet ser man direkt att det flerdimensionella mattet &ar ett s.k. produktmatt, dvs

(4.3) 5" (f[ Ai> = ﬁé(Ai),

da Ay, ..., A, dr delmingder till R, § dr det endimensionella Dirac-mattet och [] syftar pa
en Cartesisk produkt av méngder. Det finns en analog till (@3] for distributioner om man &r
beredd for lite mer AON. Malet ar att kunna make:a sense av den naturliga generaliseringen av
(3.26). For en integrerbar funktion f : R™ — R skulle vi vilja ha

(4.4) f(0) = - f(2)8" () da.

Det kan vi fa genom att tdnka oss att
n n

(4.5) de = Hd:ci, 0" (x) = Hé(aﬁi),
i=1 i=1

och anvénda Fubini. Jag néjer mig med att illustrera ideen for n = 2:
L f@e@iz= [ [ jentenda= [ [ i) s deay -

sy [ reswas 2 [ s ay s P2 s, v

Man kan ge en rigords tolkning av dessa utrdkningar genom en generalisering till R™ av vart
argument for att komma fram till (3.40). Pa det séttet far man ett starkare resultat an (4.4,
nédmligen att for ett godtyckligt kvadrerbart omrade K C R™ och en godtycklig Riemanninte-
grerbar f giller

(4.6) /K F(@)5" (x) dz = { (J;(O)’ om0 : i
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Detaljerna lamnas som en 6vning till den intresserade lasaren.

4.2. Gauss sats for en punktladdning, dvs ett singulért elektriskt falt. Maxwells forsta
ekvation lyder

(4.7) V. E= g.

Detta forutsitter att laddningsdensiteten p dr en kontinuerlig funktion av n variabler och sale-
des att det elektriska filtet E &r C'. I s fall hirleds (A7) fran Gauss lag och Gauss sats. Gauss
lag lyder sa héir (tagen fran Wikipedia):

“The total electric flux through a closed surface equals 1/¢ times the net electric charge within
the closed surface”.

Uttrykt matematiskt siiger detta att, om K #r en innesluten kropp i R? sa giller:

(4.8) E-NdSzl/// pdV.
oK € J K

Men Gauss sats séger att

(4.9) %KE-NCZS—//KV-ECZV

och dérav foljer (7).

Vi vill utvidga analysen till det singuléra filtet som produceras av en punktladdning (). Vi
maste forst kontrollera att Gauss lag, vars formulering ovan make:ar sense &ven om laddningarna
inte dr kontinuerligt utsmetade, fortsitter att gélla. Lagen skulle for en punktladdning @ i origo
hévda att

¢ Q, om 0 € K,
(4.10) aKE-NdS—{ 087 om 0 ¢ K.
Enligt Coulombs lag sa ges filtet fran punktladdningen av
2 4 da 7 # 0
4.11 E = 4dme r2> o)
(411) (") { odefinierat, da 7= 0.
Fér en sfir S kring origo av godtycklig nollskild radie, ty N = 7 pa sfiren s visar man litt att
(4.12) #E-Ndsz Q
S e

Sa ([@I0) géller for sfarer kring punktladdningen. Dessutom kan man ldtt kontrollera att
(4.13) V-E=0, da7#0.

Det &r en enkel berdkning redan i Cartesiska koordinater, men dnnu enklare i sfiariska koordi-
nater, ty i sa fall i&r E = (E,, 0, 0), E, = # och vi kan anvinda ekv. (2.14).

Eftersom E #r C' utanfor origo sa kan Gauss sats fortfarande tillimpas dér, sa vi kan hirleda
fran [@I3) att ¢fy, E - N dS = 0 for varje sluten C'-yta Y som inte innesluter origo. Sa (Z10)
giller dven for sadana ytor. Men da giller det for alla C'-ytor, ty om en sadan yta innesluter
origo kan den delas upp i en sfir kring origo och en eller fler ytor som inte innesluter origo.

Nu nér vi har bevisat ([@I0) aterstar fragan om vi kan make:a sense av V - E i hela R? si
att ([ALI) fortsitter att gélla. Var definition maste vara konsekvent med (£I3). Fran (£0) ser vi

direkt vad som funkar, ndmligen

(4.14) V-E = 9-63(f).
€
M.a.o. vi maste betrakta E som en distribution. Precis som i en dimension kan man definiera en

partiell derivata av en distribution och ddrmed distributionens divergens. Sa (Z14]) har en rigords
2



tolkning. Det &r den eftersokte utvidgningen av Maxwells forsta ekvation till det singuléra faltet
som produceras av en punktladdning.

4.3. Stokes sats for ett singuldrt magnetfidlt. Det experimentellt grundade Biot-Savart
lagen séger att det magnetiska filtet B som produceras av en konstant strom [ i positiv riktning
i en odndlig tunn ledare lings z-axeln ges av

1(_ - z .
(4.15) B(z,y,z) = br (mzfyz, Py 0) , da (z,y) # (0,0),
odefinierat, da (z,y) = (0,0).

Som vi har sett i flervariabelanalysen sa géller for ett godtyckligt kvadrerbart omrade D i
xy-planet med en styckvis-C', positivt orienterad rand 9D, att

. ul, om (0,0) € D,
(4.16) ) Bdr = { 6, om (0.0)¢ D,

Om i stéllet strommen var kontinuerligt utsmetad sa skulle vi kunna tala om en strémingsden-
sitet J och skriva

(4.17) I://DJ-NdS,

ty N = k for en yta D i zy-planet. I sa fall skulle filtet B inte heller vara singuliirt, sa vi skulle
kunna anvénda Stokes sats for att skriva om VL av (£I0) till

(4.18) B-dr://(VxB)-NdS.
oD D

Fran (£I6]), (@I7) och (£I8]) hirleds Amperes lag:

(4.19) VxB=pud.

Vi vill utvidga lagen till det singulédra filtet (ZI5]). Forst maste man kontrollera i sa fall att
V x B = 0 utanfor z-axeln. Detta &r en enkel berdkning redan i Cartesiska koordinater, men
annu enklare i cylindriska koordinater, med hjélp av (2.38), ty

pl s
4.2 B(r,0,z) = —80.
(4:20) (r0,2) = 12
Sedan &r det klart fran ([@I6]), (AI8]) och (£0) att vi borde skriva
(4.21) V x B = ul - 8%*(7) k.

M.a.o. vi betraktar B som en distribution och saledes dven dess curl som sadan. Detta dr den
eftersokte utvidgningen av Amperes lag till det singuldra magnetfiltet som produceras av en
strom i en oédndlig tunn ledare.



	4. Gauss och Stokes satser
	4.1. Dirac- i Rn
	4.2. Gauss sats för en punktladdning, dvs ett singulärt elektriskt fält
	4.3. Stokes sats för ett singulärt magnetfält


