MVE036, VT-19: FORELASNING 5

5. MAXWELLS EKVATIONER OCH ELEKTROMAGNETISKA VAGOR

5.1. Maxwells ekvationer. Vi har i Foreldsning #4 redan hérlett den forsta Maxwell ekva-
tionen (4.7). Maxwells andra ekvation ér likartad:

(5.1) V-B=0.

Den sdger att det magnetiska filtet &dr kéllfritt. Detta motiveras fysikaliskt. Ett séitt att se pa
det &r att magnetism produceras endast av laddningar i rérelse. Fysiker brukar uttrycka det
som att “det finns inga magnetiska monopoler”.

Sa grundprincipen &r att elektricitet produceras av stationdra laddningar medan magnetism
produceras av laddningar i rorelse. Samtidigt sdger Newtons forsta lag att om tva observatorer
ror sig med konstant hastighet relativt varandra sa upplever de exakt samma krafter och ddrmed
beskriver exakt samma fysikaliska lagar. Detta kan inte ga ihop om elektricitet och magnetism
ar “oberoende fenomen”. Det var forst Faraday som preciserade hur dessa tva fenomen hinger
ihop. Hans experimentellt grundade lag lyder sa hir (tagen fran Wikipedia):

“The induced electromotive force in any closed circuit is equal to the negative of the time
rate of change of the magnetic flux enclosed by the circuit.”

Matematiskt sédger detta att for en enkel sluten kurva i planet géller

(5.2) j{E.dr:—a /B-Nds,
. ot | Jp

dér D #r omradet i planet som innesluts av v och IN ér en enhetsnormal som gor att v &r
positivt orienterad. I HL av (52)) kan vi derivera under integraltecknetEl och skriva

9 . OB .
(5.3) m//l)B-NdS_//Dat-NdS.

Till VL av (5.2)) déremot kan vi tillimpa Stokes sats och skriva

(5.4) j[E.dr://D(vXE).NdS.
ol

Eftersom v dr godtycklig sa maste det gilla att

0B
(5.5) VxE= 5
vilket dr Maxwells tredje ekvation.

Ens forsta gissning for Maxwells fjarde ekvation skulle vara Amperes lag (4.19). Det visar sig
dock att detta &r ej konsekvent med Maxwells tre forsta ekvationer - intuitivt sa ar det for att
det inte tar hénsyn till det omvénda fenomenet till Faradays lag, ndmligen att ett tidsvarierande
elektriskt filt borde ge upphov till ett miﬁnetfalt. Det visar sig behévas en korrigeringsterm i

(4.19), och Maxwells fjarde ekvation lyde

(5.6) VxB=ud+ ,ueif.

1145 Avsnitt 5.1 av PB for en rigords justifiering av derivering under integraltecknet.
2Lss Avsnitt 10.6 i PB for en forklaring av korrigeringen.
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5.2. Elektromagnetiska vagor. For att 1osa Maxwells ekvationer i en verklig situation, sa
antar man att alla laddningar och strommar &r kénda, och diarmed bade skalérfiltet p och
vektorfiltet J, samt mediets magnetiska och elektriska permeabilitet. Darmed har man fyra ek-
vationer for de obekanta vektorfilten E och B. Hér finns det egentligen sex obekanta, ndmligen
dessa filts komponenter, och atta ekvationer om man betraktar (5.5) och (B.6) komponentvis.
Rigorts analys av Maxwells ekvationer dr i allménhet svart och kompliceras ytterligare om
mediet dr heterogent, dvs om p och ¢ inte kan betraktas som konstanter. Man brukar ta till
numeriska metoder.

Vi kan dock fa en mycket viktig teoretisk insikt fran det enklaste fallet, ndmligen i ett vakuum.
Det ar ként fran experiment att elektriska och magnetiska krafter kan propagera i vakuum sa
detta ar fysikaliskt meningsfullt. I ett vakuum finns inget material alls sa p = 0 och J = 0. De
magnetiska och elektriska permeabiliteterna kan métas experimentellt och ges i SI-enheter av

(5.7) po =41 x 107" N A72, £y~ 8854 x 1072 Fm~1.

Maxwells ekvationer i ett vakuum lyder alltsa

(5.8) V-E=0,
(5.9) V-B =0,
0B
1 E=__—
(5.10) V x 5
OF
A1 B = —.
(5.11) V x Ho20 5,
Lemma 5.1. Om F : R? — R? dr ett C?-vektorfilt sa gdller:
(5.12) Vx(VxF)=V(V-F)-V*F.

BEVIS: Bada leden av (GI2) dr a priori vektorfilt i R? sa det riicker att visa likhet i varje
komponent. Vi ger beviset for den forsta komponenten, 6vriga komponentet behandlas likadant.
Betrakta forst VL. Per definition av curl sa ar

[VX(VXF)h:;

0
Z(VXF)S_%(VXF)2_

_ 9 (0R _OR\ _ 0 (0F OFs) _
- Oy \ Ox dy 0z \ 0z or )

_0°F,  O*Fy 0*Fy N 0%F;
C Oydxr  Oy? 022 0z0x

Pa samma sétt anvinder vi definitionerna av grad och div for att utveckla HL:

(5.13)

[V(V-F) - V°F], %(V-F) V2R =

d 8F1+8F2+8F3 B 872+872+872 P
Ox oy 0z o9x2 o2 922) "t
(Fl)m_kanc. 0*F, O*Fs  O*Fy B 0*Fy

Ox Oy + 0rdz  Oy? 022

Eftersom F € C? si giller Clairauts sats och dirmed ser vi direkt att (5.13]) och (5.I4) #r lika.
|

ox

(5.14)

Antag nu att vara vakuumfilt ir atminstone C2 och betrakta V x (V x E). A ena sidan har
vi
(5.15) V x(VxE) 12 V(V-E)-V’E G5 ~V’E.
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A andra sidan har vi

EI10) B
VX (VxE) = Vx(—a&f):
Clairaut 0 (Ej_:ﬂ) 0 OE\ O*E
(5.16) - aVB = (“050(%) HO%0

Fran (B.I5]) och (5I6) har vi
62+82+82E 1 0°E
ox?  Oy? 022

Sa vad &r detta for nagot 7 Om vi hade bara en rumsdimension skulle vi ha den endimensionella

2 2
vagekvationen 88 wb;l = C% 8851 , som vi studerade i Avsnitt 2.5 av PB. Kom ihag att den allménna

16sningen var en superposition av hoger- och vinstergaende vagor med fart c.

Pa samma sétt dr (0.I7) en tre-dimensionell vagekvation och dess allmén l6sning &r en su-
perposition av végoxﬁ med fart ¢ ~ 2.998 x 10® m s~!. Losningarna kallas for elektromagnetiska

vagor.

dére = ~ 2.998 x 108 m s L.

5.17 = = —
(5.17) 2 o2’ H0E0

Maxwell formodade 1865 att ljus bestod av elektromagnetiska vagor, vilket bekréiftades de
kommande decennierna av successsivt battre métningar av ljusets hastighet. Det mest explosiva
med hérledningen ovan dock ér vad det innebér for Newtons mekanik. Enligt Newtons forsta
lag maste en Observator 1 som ror sig med konstant hastighet relativt en Obervator 2 uppleva
exakt samma krafter och ddarmed beskriva universumet med exakta samma fysikaliska lagar. 1
synnerhet skulle de tva obervatorerna skriva ner exakt samma Maxwells ekvationer. Men da
skulle de hirleda exakt samma fart ¢ for ljus. Men detta gar inte ihop - om Observator 1 ror sig
jamfort med Observator 2, hur kan de méta samma fart 7 Det gar alltsa inte att forena Newtons
lagar med Maxwells ekvationer. Det drojde till 1905 innan en vettig teori formulerades for att
ersitta den Newtonska mekaniken. The rest is history ...

3Detta ma bevisas i en kurs om PDE.
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