MVEO036, VT-19: FORELASNINGAR 1 OCH 2

1. KROKLINJIGA KOORDINATER

Vi arbetar hela tiden (for enkelhets skull) i R3. Vi téinker oss att det finns i bakgrunden ett
fixt, underliggande Cartesiskt koordinatsystem (x,y, z), och &r intresserade av koordinatbyten
(11) ($7yaz> A (u17 uz, U3).

Vi forutsitter hela tiden att funktionerna u; = u;(z,y, ) dr minst C2. Fran flervariabelanalysen
vet vi att, sa lange

‘ A(z,y,2)
O(u1, uz, usz)

i en punkt a € R?, sa giller:

(a) Koordinatbytet (LII) &r giltigt atminstone i en omgivning av a, enligt Inversa Funktions-
satsen,

(b) Vektorerna g—;, g—l;, 5%;7 berdknade i a, dér r &r ortsvektorn (med avseende pa ett for alltid
fixt val av origo), dr linjért oberoende, ty dessa vektorer utgoér kolumnerna i den inverterbara

matrisen M| .
O(u1,u2,u3)

Observation (b) motiverar foljande. Sétt

or
1.2 h; = , 1=1,2,3
(12) [F B
och
1 or
1.3 i = — , 1=1,2,3.
( ) ¢ hl ﬁuz ‘

Sa i varje punkt, vektorerna ep, es, es #r linjart oberoende enhetsvektorer. Notera att de va-
rierar fran punkt till punkt i allménhet - enda gangen sa inte ér fallet &r om de w; &r linjdra
funktioner av x,y, z.

Definition 1.1. Koordinatsystemet (u1, ug, ug) sigs vara ett ortonormerat higersystem
(ONHS) om
(1.4) e|; X ey =e3, ey Xez=e;, e3xe =e.

Notera att detta medfor att 3 x 3-matrisen [e; ey e3] har determinant +1.
Vi forutsatter framover att alla vara koordinatsystem dr ONHS.

Exempel 1. Om (u1, ug, us) = (z,y,2), dvs om vi inte byter koordinatsystem alls, sa in-
nebér det att hy = hg = hg = 1 och (eq, es, e3) = (2, j, k).

Exempel 2. Cylindriska koordinater (r, 6, z). Vi har
(1.5) xr=rcosf, y=rsinbh, z=z.

Saledes ar

% = (cos#, siné, 0), 8—; = (—rsinf, rcosb, 0), % = (0,0, 1),
1



or or
or 0z

e, =7 = (cosf, sinf, 0), ey :=0=(—sinb, cosh, 0), es=k=(0,0,1).
Man kan kolla direkt att (7, 6, k) &r ett ONHS. Se ocksa Figur 1.1.

=1

Y

b= |

or
el

=, hz:H

Exempel 3. Sfiriska koordinater (r, 6, ¢). Vi har
(1.6) x=rsinflcos¢, y=rsinfsing, z=rcosh.

Saledes ar

% = (sin 6 cos ¢, sin O sin ¢, cosh),
a—z = (rcosfcos ¢, rcosfsin ¢, —rsinb),
?):;5 = (—rsinfsin ¢, rsinf cos ¢, 0),
or or or .
O e =

e; ;=7 = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosb),

ey := 0 = (cos  cos ¢, cosfsin ¢, —sin f)

es == (—sin ¢, cos ¢, 0)

Man kan kolla direkt eller med en bild att (7, 0, ¢) &r ett ONHS.

Y

1.1. Langdelement. Vi har r = (x,y, 2) sa

(1.7) dr = (dz, dy, dz) och dr = ||dr|| = v/da? + dy? + d=2.

Givet ett godtyckligt koordinatsystem (u1, ug, ug) kan vi lika vél skriva » = r(u1, ug, us) och
enligt kedjeregeln sa ar

or or or
1. dr = —d —d —— dus.
( 8) " 8U1 UL+ 8u2 2 + aug s
Per definitionerna (L2), (L3 kan detta skrivas som
(1.9) dr = hiduieq + hoduses + hsduses.

Om nu (uq, ug, ug) ar ett ONHS sa medfor Pytagoras sats att

(1.10) dr = |ldr|| = \/h3 du + b dud + b3 dud.
1.2. Ytareaelement. For i € {1, 2,3} kallas en nivayta u;(z,y, z) = C {or en u;-yta.
For att underlidtta med notationen, antag att ¢ = 1 till att bérja med. En u;-yta kan parametri-

seras med ug och usz. Enligt det vi har sett i flervariabelanalysen sa ges ddrmed ytareaelementet
pa en uj-yta av

(1.11) ds = dSl = 8774 X ﬁ dUQ dU3 = ||h262 X hgegH dUQ dU3 = h2h3||62 X 63” dUQ dU3.
8uQ 8u3
Om nu de wu; utgdr ett ONHS sa &r ||ex x es|| = ||e1|| = 1 sa dS1 = hahs dug dus.
Allmént, for i € {1,2,3} och ett ONHS géller:
(1.12) dSZ = th Clu]'.

J#i
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En normal till en w;-yta i ett ONHS ges av

(1.13) dgz = NdSZ = th de €;.
J#i

~
~

EXEMPEL. Vi tar exemplet med sfiriska koordinater (7, 9, ¢). Vi har tre sorters nivaytor:

Fall 1: r = konstant, sig r = a. Detta &r just en sfir av radie a kring origo. Enligt (LI2])
sa ar

(1.14) dS = hghy df dp = r* sin 0 df dp = o sin 0 d6 do,

vilket Overensstémmer med det vi har sett i flervariabelanalysen.

Fall 2: 0 = konstant. Detta &r en halvkon med spets i origo. Enligt (LI2) sa dr

(1.15) dS = hyhg dr d¢ = rsin 6 dr de.
Eftersom 6 halls konstant kan detta skrivas om till
1
1.1 -
(1.16) dsS sinHRdR do,

dér R = rsinf &r den poldra radien i zy-planet.
Lat oss verifiera ([[L.I6]) fran ett annat perspektiv. En halvkon kan beskrivas som en funktions-
yta z = f(x,y) dar

(1.17) z=c\x?+y? c¢=coth.

Enligt det vi sag i flervariabelanalysen sa ges ddrmed ytareaelementet av

dS = \/1+ f2+ f2dedy = ...

1 1
=V1+c2drdy= ——drdy= ——RdRd¢p, v.s.v.
sin ¢ sin 0
Fall 3: ¢ = konstant. Detta &r ett vertikalt halvplan. Enligt (I12]) sa &r
(1.18) dS = hyhgdrdf = rdrdf.

Vi verifierar ocksa detta fran det Cartesiska perspektivet. Ett plan har ekvation pa formen
ar + by + cz = d, dir (a,b, ¢) & en normalvektor. For ett vertikalt plan sa &r ¢ = 0 och
¢ = (—sin ¢, cos ¢, 0) ar en normalvektor. En ¢-yta kan saledes skrivas som F(z,y,z) = d, dér

(1.19) F(x,y,z) = (—sing)z + (cos ¢)y.

Notera att F, = 0 sa om vi ska tillimpa implicita funktionssatsen sa maste vi anvinda antingen
x eller y som den beroende variabeln. Vi har F, = cos¢ # 0, sa linge ¢ ¢ {n/2, 37/2}. Antag
detta for enkelhets skull (i specialfallen ¢ € {m/2, 37/2} kan man ta = som den beroende
variabeln i stéllet). Enligt det vi sag i flervariabelanalysen sa &r

F — sin ¢)? 2402 1
(1.20) ds = IV FI] dr dz = V(= sin @) + (cos §)” + drdz = —— dx dz.
£y | | cos ¢| | cos ¢|
For att visa att detta 6verensstammer med ([LI8]) sa aterstar att visa att
1 0(z, 2)
1.21 drdg = dx d =
2y rardo= o pints o ||5E3] =it

vilket kan l4att kontrolleras utifran definitionerna x = rsin @ cos ¢, z = r cos 0.
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1.3. Volymelement. A priori har vi

Sedan giller att

O(x,y, 2) R R o
1.23 O@yz) | ar o or | |, , ,
e Ofwr, uz wg) — | O O e ez e
Darmed ar

I,y 2)

1.24 _ BB E)  — hyhohg | det ‘
(1.24) Dy, ua, uz) 1hohs | det([e] es es])|

I fall vi har ett ONHS sa ar den inre determinanten lika med 41 och i sa fall géller formeln

(1.25) dV = hihohg duy dus dus.
EXEMPEL: For sfariska koordinater har vi
(1.26) dV = hyhghg dr df d¢ = r? sin 0 dr do do,

vilket 6verensstdmmer med det vi har sett i flervariabelanalysen.



2. DIFFERENTIALOPERATORER I KROKLINJIGA KOORDINATER

Definitioner /Notation 2.1. Féljande tas upp i flervariabelanalysen. Lat f : R? — R vara en
skaldrvird funktion och F' : R® — R? ett vektorfilt, sig F = (Fy, Fy, F3). Vi definierar

o (OF OF Of
(21) grad(f) - vf - <ax7 ay) 82> 9
o _OF  OF, OF
(2.2) div(F)=V . -F = 2 + 5y + o
Loak O0Fy; O0Fy, O0F, O0OF3 0F, OF
. = F=| 2 4 9 |_ 3 _ 92 1 ol 2 0
e = v B < oy  0: 02 0z or 0y

(2.4) Laplacian(f) = Af = V?f = div(grad(f)) = 827]’ + ﬁ + ﬁ

For att de tre forsta definitionerna ska vara meningsfulla sa antar vi att respektive funktioner
tillhor klassen C, medan att i definitionen av Laplacian sa antas f € C2.
Nu vill hi hitta formler for grad, div, curl och Laplacian i godtyckliga ONHS.

2.1. Gradient. Lat f : R® — R vara en C'-funktion. Betrakta differentialen df. I Cartesiska
koordinater har vi

(2.5) df = fd +id —I—i =Vf-dr.
dy 0z
Om nu (uq, ug, ug) ar ett ONHS sa har vi enligt (9] att
3 3
(2.6) df =Vf- (Z hie; dui> = (V- ei)du.
i=1 i=1
A andra sidan s& ir
3
af
2. df = — du,.
(27) f ; P 0
Jamforelse av (2.0) och ([Z7) medfor att
1 of
2. e = — .
(2.8) Viei=i-5.
Men eftersom ||e;|| = 1 sa &r V f - e; lika med komponenten av V f i riktningen e;. M.a.o.

1 of
2.9 \Y%
(2.9) = Z ( . au)
Notera att ([2.9]) reducerar till (2.1]) i det Cartesiska fallet.

CYLINDRISKA KOORDINATER: Fran Exempel 2 i Section 1 sa blir (2.9) i detta fall

(2.10) Vf—gf +13‘£9+2§

SFARISKA KOORDINATER: Fran Exempel 3 i Section 1 sa blir (2.9]) i detta fall

of . 10f, 1 0f
(2.11) Vi= or +;% +rsin0%
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2.2. Divergens. Lat F : R? — R3 vara ett Ol-vektorfilt, F = (I}, Iy, F3) i Cartesiska
koordinater, dvs F = Fy1 + Fyj3 + F3k.

Lat nu (uy, ug, ug) vara ett ONHS och lat F' = (Fi, Fa, F3) med avseende pa basen {ej, es, e3),
dvs F = Zf’zl Fie;.

Sats (ekv. (4.18) i CF).

3
1 0 (hihshs
(2.12) VoF = ; B ( . ]—"Z> :

Notera att ([2I2]) reducerar till (2:2)) i det Cartesiska fallet.

CYLINDRISKA KOORDINATER: Fran Exempel 2 i Section 1 sa blir (Z12]) i detta fall

1[0 0 0
F=— |+ r an a_ z)| -
v r [87“ (rFr) + 89}—0 + 0z (rF. )]
Eftersom F, = F3 och % = 0 sa kan detta forenklas till
170 0Fy OF3
2.1 F=- |2 pr)s 22000
(2.13) v 'r[ar(r}-)+ ae} 0z

SFARISKA KOORDINATER: Fran Exempel 3 i Section 1 sa blir (2.12)) i detta fall

V'F—il [@ (rzsinﬂfr)—i-a(rsin@fe)—F8(7‘]-"45)]

~ r2siné |Or 00 0¢
10 1 0 1 OF
2.14 F=—2 02 )+ — Y (i 9Fy.
(2.14) =V r2 or (r F)+rsin089 (Sme}—g)—i_rsinﬁ oler

BEVIS AV SATSEN: Vi delar upp beviset i sex steg.

STEG 1: Eftersom bada leden av (ZI2) &r uppenbarligen linjéra funktioner av F' sa réicker
det att bevisa formeln i vart och ett av de tre fallen
F = (Fla 0, 0)7 F:(Oa Fy, O)a F = (07 0, F3)

Vi presenterar beviset i det forsta fallet - de 6vriga tva hanteras likadant. Sa fram6ver antas att
F = (Fy, 0,0). VL av [ZI2) blir i sa fall helt enkelt 95t

STEG 2: Vi borjar med att utrycka de F;, i = 1,2,3, i termer av Fj. Eftersom vi har med
ett ONHS att gora sa ar F; = F - ¢;. Men
1 or
F.-e =(F,00)-—
€ ( b ) hi Buz
1 /0x 0Oy O o
:(Fl,0,0)‘f x77y7 f :71 x'

Sa for att bevisa satsen aterstar det att bevisa att

8Fl 1 i 0 h1h2h3 ox
2.1 _—= — Fil.
( 5) 8$ h1h2h3 ; 811,2 ( hz2 aul !

STEG 3: Jag pastar att

1 Ox ou;
2.16 ——=—, 1=1,2,3,
och dessutom, men vi kommer inte att behova dem, att
1 90y Ou; .
2.17 — = =1,2,3
( ) hZQ 8UZ ay? 7 b A
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1 &z 8ul

2.1 —_——=—, 1=1,2,3.
(2.18) h?ou; 0z’ 1=1,23
For att bevisa dessa relationer, betrakta 3 x 3-matrisen

— —0r/0u; — —

(2.19) A= | ——=0r/0us — —

— —0r/dus — —
A ena sidan, AT = - 2@%:2) _Gilket innebir att

— O(u1,u2,u3)’

a(ul, u9, U3)

2.20 AT = (AaHT =
(2.20) (A7) = (a7 = S
A andra sidan kan vi skriva
——hlel—— ——hlel—— | | | h% 0 0
A= - — h262 - — = AAT = - — h262 - — hlel h262 h3€3 = 0 h% 0
——h363—— ——h363—— | | | 0 0 h%
dér den sista likheten &r pga att vi har ett ONHS. Foljdaktligen sa maste
A2 0 0 A2 0 0
(2.21) At =AT 0 m% 0 = (A HT'=| 0 h? 0 | A
0 0 hy? 0 0 hy?
Sa fran (2.20) och (221]) har vi att
h? 0 0 ——0r/ou; — —
8((;“’ unus) | Ty 2 g O fOuy — —
(Z,y,Z) 0 0 h52 __C‘)r/aug__

Denna matrisekvation, nér den lises elementvis, ger (ZI6), (2.I7) och [2I3).

STEG 4: Fran (2.I0) och (2.I0) sa aterstar att bevisa att

OF, 1 <9 dui |,
2.22 —-— = — | h1hah .
(2:22) o hlhgh3;8Ui<l238 )
Enligt produktregeln sa ar
0 ou; Ou; OF; 0 u;
2.2 hihsh Fy ) = hihoh F hihsh
(2.23) 8ui<1238x 1) Lhahs == 8uz+18u1(1238>
sa HL av (222)) kan skrivas som en summa av tva termer
3

oF 8uz Ou;
2.24 hihahs — | .
(2:24) Z@uz D hlhghgza <1238x>
Den forsta summan dr precis %, enligt kedjeregeln, sa det bara aterstar att bevisa att

3
0 ou;
2.25 — | hihohs — ) = 0.
@29 > g (b ;)
STEG 5: Jag pastar foljande tre relationer:
226) ou_ 1 0w _ 1 [oy 0= oy 0]
’ Ox  hihghs O(ua, uz)  hihshs |Ougy Oug  Oug Quz |’

1 1 [ 1

(2.27) Ous _ 0y.2)  _ Oy 0z 9y 0z

ox h1h2h3 8(u3, ul) h1h2h3 _8U3 8U1 8u1 8u3_ ’
Ous 1 oNy,z) 1 [0y 0z oy 0z |

2.28 - = = .
( ) ox hlhghg a(ul, UQ) h1h2h3 _8U1 82@ GUQ 0u1_
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Vi bevisar dessa med hjélp av Cramers regel. Kom ihag att om A &r en inverterbar n X n-matris

och b € R" si siger Cramers regel att den unika losningen = [z 22 ... 2,]7 till Az = b
satisfierar
det(A(b))
2.29 i=——V/—n > t=1...,n
(2.29) v det(A) ! "

dar A;(b) & samma matris som A fast den i:te kolumnen byts ut mot b. For att utnyttja detta
konstaterar vi att, per definition av Jacobimatriser,

8(1:’ Y, Z) 8(“1» uz, U3)

(2.30) =I5,

a(ula u2, u3) 6(x7y7 Z)

Léser vi den forsta kolumnen i bada leden sa sdger det att Ax = b, déar

Ouy /0x 1
(2.31) Az 2@y o e | b= 0
O, ) o 0

Direkt tillimpning av Cramers regel till @:s komponenter ger (2.20), (Z21) och ([228]).

STEG 6: Inséttning av (2.20]), (Z27) och [22])) in i [225]) ger att det aterstar att bevisa att
(2.32)

D0 (Oy 0: 0y 9\, 0 (0y 0 Oy 0=\, 0 (Oy 0= Dy 0=

N 8’LL1 6u2 aU3 8u3 8u2 811,2 aU3 6u1 6u1 811,3 871,3 8u1 811,2 8u2 871,1 .
Med hjélp av produktregeln sa kan HL utvecklas till en summa av 12 termer, 6 av dem med ett
+ tecken och 6 med ett — tecken. Eftersom z, y, z #r C2-funktioner av uy, us, u3 (detta antogs
redan fran borjan i Section 1) sa géller Clairauts sats, och da kan man latt kontrollera att de
12 termerna kancellerar parvis. Ddrmed &r satsen bevisad.

2.3. Laplacian. Lat f : R® — R vara en C?-funktion. Per definition s #ir Af = V- (Vf). S&
vi forst tillimpar ([212) med F = V f och far

3
o 0 (hihohs _ .
(2.33) A = Gihahs ; ou; ( hi (Vf)z) ’

dér (Vf); = komponenten av V f lings e;. Sa (Vf); = h%-aaqfi’ enligt ([2.9)). Insattning in i (2Z33)
ger formeln

3
_ L N0 (luhohy 0F
(2:34) Af_hthhgz;aui( h2 8u,~)'

CYLINDRISKA KOORDINATER: Fran (Z34]) och Exempel 2 i Section 1 har vi

18 ([ 9f\, & (1Of\ O ([ of
Af—r{arQ‘ar)*ae(Tae)*az(Taz)]

10 [ of\ 10 o
(2.35) = Af—rm<7"ar)waez+aza'

SFARISKA KOORDINATER: Fran ([2.34)) och Exempel 3 i Section 1 har vi

1 [0 (4. L Of\ O (. Of\ @[ 1 of
A= ame [a ( Sm(’ar) * 20 <Sm980> * 9 <sme am

19 (,0f 1L o (. ,0f\ 1 0f
(2.36) = Af= r2 Or (T 87~> te sin § 96 <s1n9 89) * r2sin? 0 02

Definition 2.2. En funktion f : R? — R siga vara sfariskt symmetrisk om f #r oberoende av
den sfiriska radien r.




En sfiriskt symmetrisk funktion f kan betraktas som en funktion vars definitionsméngd &r
enhetssfiren S? = {x € R? : ||z|| = 1}. Om den &r minst C! sa innebir det att % = 0. Om
den #r minst C? sa kan man tala om den sfiriska Laplacianen av f, vilket fas genom att sitta
9 .
r=1och 9 =0 i [230).
Alltsa, for en sfariskt symmetrisk f géller

1 0 (.  Of 1 0%*f
(237) ASZ f = 7sin9% (Slne 89> + Sinzew.

2.4. Curl (a.k.a. Rotation). For ett C1-filt F giller

Sats (ekv. (4.20) i CF.
1 h1€1 h262 h3€3
— 0 0 0
(2.38) VXF=iom | g gy o
hiFi hoFa hgFs
Man skulle kunna bevisa detta pa ett liknande sitt som vi bevisade (Z12), men det skulle bli

annu krangligare. I stéillet kan (2:38]) hirledas fran Stokes Sats. Vi kommer inte att ga igenom
detta - den intresserade ldsaren kan kolla igenom hérledningen i avsnitt 4.4 av CF-kompendiet.
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