Thomas Ericsson
Matematik, Chalmers/GU

2011 1
Kortfattade 16sningsforslag: Flervariabelmatematik for Z2
2011-01-12
1. Lat halva lillaxeln vara a och halva storaxeln b. Med centrum (p, ¢) blir ellipsens ekvation da

(p —x)?/a® + (¢ — y)?/b* = 1. De fyra ekvationerna lyder:

(p—ca1)?/a®+ (q—d1)?/b* =1 = 0
(p—c2)’/a® + (g —d2)?/b*—1 = 0
(p—c3)?/a*+ (q—ds)?/b* =1 = 0
(p—ca)®/a® + (g — da)?/0* — 0
s att Newtons metod blir
Dk+1 Pk (px —c1)?/ai + (g — dr)? /b7 — 1
Tt | _ | W | _ g1 (pr — c2)?/ag, + (g — d2)* /b — 1
ag+1 | | ak (pk — c3)?/a; + (qw — d3)? /b7 — 1
br+1 by, (pk — ca)?/a + (qu — da)? /b7 — 1
dar
(px —c1)/a;, (g —d1) /by —(pp —1)?/ai  —(qr — d1)?/b}
Jool| r—c2)/ag (ak —do)/bf  —(pr—c2)?/ay  —(qk — do)? /by
(px — %)/ai (qr — ds)/bi —(px — C3>2/a2 —(qx — d3)2/b2
(px —ca)/aj,  (qr —da) /b7 —(px —ca)?/a}  —(qr — da)?/b},

a) Placera ladan i ett koordinatsystem dir 0 <z <1, 0 <y < 1,0 <z < h dér h = 1.3, &r hojden.

Lat (xg,yk,2k), kK =1,...,4 vara centrum for klot k och lat r vara radien (samma radie i alla fyra). Vi
vill maximera den sammanlagda volymen, 4(47r3/3) = 167r3/3 vilket vi kan gora genom att maximera
r. Vi kommer att ha tva typer av bivillkor. Den forsta typen ser till att ingen del av nagot klot hamnar
utanfor ladan och den andra typen ser till att inte tva klot skir varandra.

Bivillkoren blir
r—xp <0, r—ys <0, r—2, <0, k=1,...,4

r+a, <1, r+y <1, r+2,<h, k=1,...,4

For att inte tva skivor skall 6verlappa ser vi till att centrumavstandet mellan varje skiv-par dr minst 2r,
dvs.

\/(wj—wk)2+(yj—yk)2+(zj—2k)2227°, 1<j<k<4

b) Vi har 13 variabler, som vi placerar i en kolonnvektor: w = [x1,y1, 21, T2, Y2, 22, T3, Y3, 23, Td, Yd, 24, 7] .
De linjéra olikhetsbivillkoren dr redan skriva pa standardform ovan. De ickelinjira villkoren skrivs:

27“—\/(fvj—Ik)2+(yj—yk)2+(2j—zk)2 <0, 1<j<k<4
vilket kan skrivas kortare om vi infor ¢ = [z, Yk, 2x]7, ty da blir villkoren:
2r —|c; —cp| <0, 1<j<k<4

Hér foljer koden, lite hoptryckt for att spara plats.
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function bollar

A = [-eye(12), omnes(12, 1) hr-x_k<=0,
eye(12), ones(12, 1)]; %r+x k<=1

h=1.3; % hsjd

B=[zeros(12, 1); [11h 11h 11h 11h]’];

<=0, r - z_k <=
<=1, r + z_k <=h

o

r - y_k
r +y_.k

>

Aeq = [1; Beq = [1;
LB = zeros(13, 1); UB

[B(13:end); 1];
w0 = rand(13, 1); % startgissning
w = fmincon(Qobj_fun, wO, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, Q@constr_fun);

% Skriv ut koordinater fo6r klotens centra och radie

cl = w(1:3)
c2 = w(4:6)
c3 = w(7:9)
cd = w(10:12)
r = w(end)

function volym = obj_fun(w)

volym = -w(end); % rédcker att maximera r
function [in_eq, eql = constr_fun(w)

cl = w(1:3); % centrum fér klot ett

c2 = w(4:6); % centrum fér klot tva

c3 = w(7:9); % centrum fér klot tre

c4 = w(10:12); % centrum fér klot fyra

r = w(end);

in.eq = 2 * r - [norm(cl - c2); norm(cl - c3); norm(cl - c4);
norm(c2 - c3); norm(c2 - c4); norm(c3 - c4);];
eq = [1;

Héar &r en bild som visar den optimala utformningen:

3. Randen definierar ett slutet omrade (en ellipsskiva), s& vi kan anvinda Greens formel.

/x—i—ydw—x—i—ydy// —1—1d:vdy=—2//1dacdy:—2u(D):—27r
2! D b

N | =
Wl
el
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dér p(D) &r arean av integrationsomradet (ellipsskivan).

Man behdver inte anvinda Greens formel utan kan rdkna ut kurvintegralen genom att parametrisera
kurvan med elliptisk-poldra koordinater x = (1/2) cosp, y = (1/3)sine, ¢ € (0,2m).

2m
/x—i—ydm—x-ﬁ-ydy:/o ((1/2) cos p+(1/3) sing)(—(1/2) sin@)+(—(1/2) cos o+(1/3) sinp)(1/3) cos ¢ dy

som ocksa blir —7/3. Man kan anvinda formlerna f6r dubbla vinkeln for att hitta en primitiv funktion
samt utnyttja egenskaper hos udda/jamna funktioner om man vill.

. Vi ser att (a,b) = (6,8). Tangentriktningen ges av derivatorna av koordinatfunktionerna, sa (1 + 2¢, 3t?),

och da t = 2, (5,12). Parameterframstéillningen kan da skrivas
t— (6,8) +t(5,12)
(—12,5) &r ortogonal mot riktningsvektorn ovan, varfér ekvationen blir
0=—-12(x —6) +5(y — 8) eller 122 —5y—32=0
Slutligen c). Som normalvektor kan vi ta riktningsvektorn till tangentlinjen s& ekvationen blir

0="5(z—6)+12(y — 8) eller 5z + 12y — 126 =0

. Omradet utgors av den del av enhetscirkelskivan som ligger i 6vre halvplanet (férsta och andra kvadran-

terna). Mangden ar kompakt och funktionen ar kontinuerlig, alltsa existerar storsta och minsta vérde.
Dessa antas i en inre punkt eller i en randpunkt.

Forst de inre punkterna. gradf(z,y) = [y — 4z/(1 + 2* + y?),z — 4y/(1 + 2* + y*)] som &r nollvek-
torn da y — 4z/(1 + 22 + y?) = 0 och x — 4y/(1 + 2? + y?) = 0. Detta medfér (subtrahera ekvationerna
ledvis) y — = + 4(y — 2)/(1 + 22 + y?) = 0. En modjlighet &r att = y. Om sa inte #r fallet far vi
14+4/(1+22+y?) = 0 som saknar 16sning. * = y i f.(x,y) = 0 ger x —4x/(1+22?%) = 0 eller 223 — 32 = 0
som har l6sningarna x =0, x = :I:\/m (som inte tillhor omradet). Den enda tdnkbara punkten ar alltsa
(0,0), med f(0,0) = 0.

Nu till randpunkterna dér vi anvinder Lagrange-tekniken (med determinanten) for cirkelbagen. Sa vi pla-
cerar gradienten av f och av bivillkoret 22 +32 — 1 som kolonner i en matris och siitter dess determinant till
noll vilket ger ekvationen 2% — 4xy/(1+ 22+ y?) = y? — day/ (1 + 22+ y?) dvs. 2% = y?. Detta i bivillkoret
ger 222 = 1 si att = £1/4/2 och y = 1/+/2. Funktionsviirdena ar f(+1/v2,1/v/2) = +1/2 — 2In(2) ~
—1.89,—0.89 (anvénd tabellvirdena i formelbladet). Randpunkterna till cirkelbagen ger funktionsvirden
F(£1,0) = —2In2 ~ —1.39.

Slutligen har vi intervallet [—1,1] utmed x-axeln diir f(z,0) = —2In(1 + 2?) som tydligen antar max-
imum, 0, fér = 0 och minimum fér randpunkterna som vi redan kontrollerat.

Svar: minsta viarde —1/2 — In4, storsta vérde 0.
Vi bestdmmer skirningskurvan i x-y-planet genom att sétta z-virdena lika:
2?4+ y? =102° + 5> + 60 —4dy — 14 & 92> +4y° + 62 —dy —14=0= Bz + 1)* + 2y — 1)> =16

Integrationsomradet ges av D = { (z,y) : (3z+1)?+(2y—1)? < 42 }. Viinfér elliptisk-polira koordinater:
x=-=1/34(r/3)cosp, y=1/2+ (r/2)sinp, 0 <r <4, 0 < ¢ < 2m, dir funktionaldeterminanten blir
r/6. Volymen kan alltsa skrivas:

// 2% +y? — (102% + 5y° + 62 — 4y — 14) d:cdy:// 16 — ((3z +1)2 + (2y — 1)?) dady =
D D

/04 (/0% (16 — 2)r/6 dw) dr = /3 /04 16r — r* dr = /3 [8r* — ' /4] = 647/3

Flervariabelmatematik Z2 I



Thomas Ericsson
Matematik, Chalmers/GU
2011

7. Vi deriverar:
u, = g'(r)r, = g'(rz/Va? +y? + 22

Nu blir det derivatan av en produkt (dér ¢'(r) ar den forsta faktorn):

JETET R gt
= () T ) Y Ve () 2 . y? + 22
e z /$2+y2+22 $2+y2+22

2 T) 3
/I2+y2+22 /$2+y2+22
Pga symmetri blir

2 2 2
" " Yy / Tt 4z
Uy =9 (N 5—5 519 ) ———
vy x2 49?4 22 /22§ o2 + 22
2 2 2
+y
o, = g (1) 5—— + ¢ (r) ——
2z .1'2 + y2 + 22 /7562 T y2 T Z23
sa att , ,
" 2g'(r) 29'(r)

" "o _
uxm+uyy+uzz_g (T)+ \/m g r
For att 16sa denna DE infor vi h(r) = ¢'(r) och far b’ +2h/r = 1 som har 16sningen (integrerande faktor),
h(r) = r/3 + ¢/r?, dir c dr en konstant. S&, g(r) = r2/6 + c1/r + co dér c; och cp ér konstanter. I de

ursprungliga variablerna blir allts g(x,y, z) = (2% + y? + 22)/6 + c1/ /2% + y? + 22 + 2.

8. Gransvirdet i a) existerar inte. Tag x = 0,y # 0 gransvirdet blir dd —1. Tag « # 0,y = 0 gransvardet blir
da 1. Olika vdagar mot origo kan alltsa ge olika gransvirden, varfor gransvirdet inte existerar.

Gréansvérdet i b) existerar och &r noll. Vi kan t.ex. anviinda polira koordinater, z = rcosp,y = rsing

och far
zty 79 cos* psin @
= = =r3costpsing — 0, r—0
22 + 42 r2 ’

eftersom | cos* psin p| < 1.
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