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1. Systemet blir V f(z,y) = 0, dvs.
e’ +xze® +sin(2+y) +eYsin(z —3) = 0
xcos(2+y)—eYcos(z—3) = 0

sd att Newtons metod blir

Thtt | _ | T | _ g1 e} + wpe®t +sin(2 + yi) + e¥* sin(xy, — 3)
Yr41 Y x) cos(2 + yi) — e¥* cos(zy — 3)

dar
| 2e"F 4 zpe”r 4 ef cos(x — 3) cos(2 + yx) + e¥ sin(zg, — 3)
| cos(24 yi) + eVt sin(xy —3)  —ag sin(2 + y) — e¥* cos(zy — 3)

. Vi parametriserar v, t — (t,t2), 0 <t < 1.

1 1 1
/ (t2e'+t1)-1+e -2t dt = [t2et+2tet+t5/5](1)—/ 2te'+2¢' dt = 3e+1/5— ([Ztet + 2¢')} —/ 2¢! dt) =
0 0 0

3e+1/5—(de—1)+[2]p=—e+6/5+2e—1=e+1/5
Alternativt kan man se att derivatan av t2e? ar t2e! + 2tet.

Om ¢ betecknar vinkeln mellan en normalvektor till planet och z-axeln, s& soker vi (z,y) dar
¢ =7/2—n/6 =7/3. En uppatriktad normalvektor till tangentplanet &r [~ f;(z,y), —f, (z,y), 1], s&

[_falc(xay)a _fgll(xu y)? 1] ) [07 0, 1]
| [_fé(xay)v _fg;(xay)v 1] |

cosp =

Eftersom cos(7/3) = 1/2 far vi
1 _ 1
2L+ Uil y)? + (fy (@, 9))?

Eftersom f, = 2z och f; = 4y far vi slutligen (4/3)z + (16/3)y* = 1, en ellips.

eller 1+ (fy(z,9))* + (fy(z,))* = 4

Omradet utgdrs av den del av en fylld ellipsoid som ligger i férsta oktanten. Mangden dr kompakt och
eftersom funktionen ar kontinuerlig, s& existerar storsta och minsta virde.

Vi undersoker forst inre punkter dir Vf = 0, sa [yz, zz, zy] = [0, 0, 0]. Detta giller bara om tva av x,y, z
ar noll vilket innebér att punkterna ligger pa en koordinataxel (som utgér en del av randen).

Nu till randen och da forst koordinatplanen, dir f(z,y, z) blir noll. Slutligen tar vi ellipsoiden, g(z,y, z) = 0
med g(z,y, 2) = 2%/a® + y?/b® + 2% /c* — 1, diir x,y, 2 r ickenegativa.

Vi anvinder Lagrange-tekniken, Vf = A Vg:
[y, 2z, 2y) = 2M[z/a®, y /b, 2 /]

vilket leder (multiplicera med x, y respektive z) att zyz = 2\x?/a? = 2\y?/b? = 2X2%/c2. Om \ = 0 s&
ligger (z,y,2) pa ett koordinatplan. Antag A\ # 0 och séitt k = xyz/(2)). Da giller att 2 /a® = y?/b* =
22/c? = k, vilket medfér (via bivillkoret) att 3k = 1, s& att © = a/V/3, y = b/v/3 och z = ¢/\/3. f:s viirde
i denna punkt r abc/(3v/3).

Svar: minsta vérdet ar 0, storsta virdet dr abc/(3v/3).
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. Vi bestdmmer skdrningskurvan i x-y-planet genom att sétta z-virdena lika:
—22)2 - (2/3)2 +2x+4 =024+ 3 +dy e’ -2+ i+ dy=4 (-1 +@y+2)% =9

Integrationsomradet ges av D = { (z,y) : (z —1)* + (y+2)? < 3% z > 1 }. Vi infor elliptisk-polira
koordinater: x =14+ rcosp, y = -2+ rsing, 0 <r <3, —7/2 < ¢ < /2, dir funktionaldeterminanten
blir . Volymen kan alltsa skrivas:

// 222 (2/3) + 20 + 4 — (a2/2+ y7/3 + 4y) d:cdy:// 9 ((z—1)%+ (y +2)%) dady =
D

D
3 [ pm/2 3 .
/ / (9 —r?)r dp dr:w/ 9r — 73 drzw[9r2/2—r4/4}0:817r/4
0 —n/2 0
. Vi deriverar u(s(z,y),t(z,y)) med avseende pa = och y och anvinder s, = 1,5}, = 1,t,, = 1,t, = —1:

r /7 / o /
Uy = UGSy Uty =Ug - 1+ up - 1 =u, +uy

r_ Iy / o /
Uy = Uy +ugty = ul - 14wy - (1) = uy —uy
" no_! n_!

o "oyl "o " "
Ugy = UssSy + usttac + UgsSy + utttz = Ugs + 2ust + Ugy
N "ol 1 4/ "/ "4l 1 1
u;vy - usssy + ustty + utssy + uttty = Ugg — Uy
"o "o ! " 4! "o/ "y " " "
Uyy = UgsSy + ustty = UgsSy — uttty = Ugs — 2uts T Uy

Detta i DE ger ul, + 2ul, + uy, — 2(ully, — uyy) + ully — 2u}, + v}, = 4uy, eller uy, =0, s& u}, = g(s) och

u =1tg(s) + h(s) dir g och h ar godtyckliga deriverbara funktioner av en variabel.
Losningen &r saledes u(z,y) = (x —y)g(z + y) + h(z + y).

. Griinsvirdet i a) existerar. Infor ¢t = 22 + y? (eller polira koordinater), da har vi standardgrinsviirdet

et —1

—1,t—0

Gréansvérdet i b) existerar inte. Tag z # 0,y =0

e@ ") 1 B e’ —1

22 +y2 a2

-1,z —0

Tagnuz =0,y #0
@+’ 1 v’ 1 ev’ —1

2 +y° y
Olika vigar mot origo kan alltsa ge olika grénsvirden, varfor gransvirdet inte existerar.
. a) Volymen hos en icke trunkerad kon #r ju 7r2h/3, dir h dr hojden och dér r &r radien i cirkelskivan.
Nu till den trunkerade konen.
2r2
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Lat cirkelskivorna i badbaljan (botten och lock) ha radierna r; respektive ro och 1at hdjden vara h. Det
galler (likformiga trianglar) (d + h)/re = d/r1 sd att d = hry/(ro — 1r1),71 # 2 och d + h = drg/r;.
Volymen blir

v nr3(h + d) 3 nrid T Tg_d 2yl - zd(r% —7r3) _ wh(r? + rire +13)
3 3 3lm ! T 3

icke trunkerad kon  borttagen kon

Arean blir 772 + 7(ry + 72)+/ (11 — 72)% + h2, si vi anviinder ett ickelinjirt likhetsbivillkor for arean (det
finns ingen anledning att anviinda mindre &n 9m?).
Bivillkoret pa standardform lyder 7(r? + (rq +ra)/(r1 — r2)2 + h2) — 9 = 0.

Sitter vi 7o = h = 0 (orimligt) far vi 27r? = 9 vilket ger en enkel dvre grins for r; pa 1.5, lite grovt,
analogt for de andra variablerna (virdet 2 for bada).

Vilkoret pa vinkeln kan skrivas (ro — r1)/h = tana > tan(m/6) = 1/4/3 eller, pa standardform,
71 — 12+ h/v/3 <0 (ett linjért olikhetsbivillkor).

b) Vi placerar (r1,72,h) i vektorn w. Har f6ljer koden:

function bad_balja

A = 1[1 -1 1/sqrt(3)];
B = 0;
Aeq = [1;
Beq = [1;

LB = zeros(3, 1);
UB = [1.5 2 2]7;
w0 = ones(3, 1); ' startgissning

[w, volym] = fmincon(Qobj_fun, wO, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, Qconstr_fun);

% Skriv ut

r1 = w(1)
r2 = w(2)
h = w(3)
volym = -volym

function minus_volym = obj_fun(w)

rl = w(1);
r2 = w(2);
h = w(3);

minus_volym = -pi * h * (r1°2 + rl * r2 + r2°2) / 3;

function [in_eq, eql = constr_fun(w)

rl = w(l);

r2 = w(2);

h = w(3);

area = pi * (r1~2 + (rl + r2) * sqrt((r2 - r1)"2 + h~2));
eq = area - 9;

in_eq = [];
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