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Kortfattade 16sningsforslag: Flervariabelmatematik for Z2
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1. X &r ju symmetrisk och definieras av tre element. Lat o = 21,1, 8 = 21,2 = 22,1 och v = 2 5. Vi har da:
a?+B32+2a=1

X2 1ox — | 1 1} {a2+52+2a 046—1-674—26]_{1 1] _
2 [1 1] T laB+pr+28 B2+ +2y S Zzﬁf?fﬁ:f

Sa Newtons metod kan skrivas:

—1

Q41 g 20 + 2 205 0 Ozi + 6% + 2ap — 1
Brs1 | = 1| Br | — Br Qg + Yk + 2 Br Bk + Bevk + 20k — 1
Vk+1 Vi 0 204, 29, +2 B2+ + 2y —1

2. Vi anvinder Greens formel, men eftersom kurvan inte dr sluten sa far vi sluta kurvan och sedan subtrahera
kurvintegralen 6ver den kurva vi lagt till. Jag har valt att lagga till det réta linjesegmentet, o, fran (—1,0)
till (1,0), sa att v + o far positiv orientering. S&, med D som halvcirkelskivan dér y > 0 far vi:

/ €” sin y+2y+3 dz+e” cosy+3zx dy = //
Yy+o D

€” cos y+3—(e” cos y+2) dedy = //D 1dzdy = w/2 (arean)

Nu till kurvintegralen 6ver o som parametriseras enligt ¢ — (¢,0), —1 < ¢ <1, s att

1
/U e’siny +2y+ 3 dx + e” cosy + 3z dy = /71 3+0dt=6

Sa den sokta kurvintegralens virde dr 7/2 — 6.

3. Tangentplanet i punkten (a,b, f(a,b)) ges av
z = a® + 2b* + 2a(x — a) + 4b(y — b)
Vi sdtter in punkterna pa linjen i ovanstaende ekvation och far
342t =a®+2b" +2a(2+1t—a) +4b(—1+1t —b)
Detta skall gilla for alla reella ¢, vilket leder till ekvationerna
3=a”+2b%+4a—2a®> —4b—4b* och 2 =2a+4b
eller efter forenkling
3=-a>-2b"+4a—4b och 1=a+2b

Los ut @ = 1 — 2b och siitt in i den forsta ekvationen, vilket ger 6b% + 8b = 0 si att b = 0 eller b = —4/3.
Den andra ekvationen ger virdena pa a. Svar: de tva l6sningarna ar (1,0) samt (11/3,—4/3).

4. De stationfira punkterna &r Isningarna till gradf(z,y) = 0. Systemet blir 2z:(y+1) = 0, 2% +2y = 0. Den
forsta ekvationen har 16sningarna x = 0 eller y = —1. = 0 i den andra ekvationen ger y = 0 och y = —1
i den andra ekvationen ger = ++/2, sa de stationiira punkterna #r (0,0), (—v/2, —1) och (v/2, —1).
For karaktiren studerar vi den kvadratiska formen Q(h, k) = f,(a,b)h* + 2!, (a,b)hk + [}/, (a,b)k?, dér
(a,b) dr en av de stationfira punkterna. Si for var funktion: Q(h, k) = 2(b + 1)h? + 4ahk + 2k?. Eftersom
vi endast #r intresserade av tecken kan vi studera Q(h, k) = (b+ 1)h? + 2ahk + k? i stillet. Nu till de tre

punkterna:
e (a,b) = (0,0): Q(h,k) = h? + k2, som &r positivt definit (ty kvadratsumma, som &r noll precis da
h=Fk=0).S4a, (0,0) ar ett strangt lokalt minimum.
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e (a,b) = (—V2,-1): Q(h,k) = —2v/2hk + k?, som #r indefinit ty, Q(1,1) = —2v/2+ 1 < 0 och
Q(0,1) =1 > 0. Sadelpunkt.

e (a,b) = (V2,-1): Q(h,k) = 2v2hk + k?, som &r indefinit ty, Q(—1,1) = —2v/2 + 1 < 0 och
Q(0,1) =1 > 0. Sadelpunkt.

5. Vi studerar ytornas rinder forst. 2 + y?> = 2 #r en cirkulir cylinder, med radie v/2 och z-axeln som
symmetriaxel. 72 + % — 22 = 1 #r en enmantlad hyberboloid dér nivaikurvorna, z = konstant, utgors av
cirklar.

Den volym som soks ligger inuti (mot z-axeln) cylindern men utanfor (fran z-axeln) hyberboloiden. Storsta
utstriickningen i z-led bestéims av skiirningen mellan de tva ytorna, dvs. nir z? + 32 = 2 si att (insatt i
hyberboloidens ekvation) 2 — 22 = 1 si att |z| = 1. Hiir en bild som visar ett snitt i xz-planet. Eftersom
ytorna dr rotationssymmetriska kring z-axeln récker det med en 2D-bild. V markerar den sokta volymen.
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Eftersom kroppen dr symmetrisk med avseende pa xy-planet kan vi skriva volymen som:

V=2// Va2 +y? -1 dady
D
dir D = {(z,9)|1 < 2% 4+ y? < 2}. Vi infor poliira koordinater, * = rcosy,y = rsinp, 0 < ¢ < 27 och
1 < r < v/2. Funktionaldeterminanten ar r varfor volymen blir
V2

2r /2 2 3/2
-1
V:2/ / Vr2—1rdrde =4rn {u} =47/3
o J1 1

3

6. Lat r = /a2 + y? sd att u(z,y) = f(r(x,y)). Vi deriverar:
w, = f'(r)ry, = f'(r)z/Va? +y?

Nu blir det derivatan av en produkt (dar f/(r) &r den forsta faktorn):

/2 2 _ z
" T +y r——— 22 2

x24y?

"o gn ! / Y - / yi
uzz_f (T‘)Tzi\/m‘f'f(r) \/WQ f (T‘)I2+y2 +f(7‘) \/WS
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Pga symmetri blir
2 2

Wy = £ s+ ) —

r2 4 y? /22 1 y23

sa att
ey e210) = )+ <L e = o+ B s g

7. Gréansvérdet i a) existerar och ar ett. Fran formelbladet:

sin(a? —y? +ax —y)  sin(2? —y?) cos(x — y) + cos(a® — y?) sin(z — y)

r—y r—=y
sin(2? — y*) 2 o) Sin(z—y)
Bt S A _ i . VAN |
(x 4+ y) cos(x — y) oy + cos(z® —y°) P —
—0-1 N—————— -1
—1 —1

dir jag utnyttjat att x + y och cos ar kontinuerliga (sa grénsvirdena lika med funktionsvirdena) och
sinus-uttrycken svarar mot standardgrinsvirden (infor ¢ = 22 — y? respektive t = x — y). Nir jag forling-
er med x+y far inte detta vara noll (ger divison med noll), men skulle z+y = 0 si ir dnda sin(2? —y?) = 0.

Grénsvérdet i b) existerar inte. Tag 2 # 0,y =0

(2 g2 (2
sm(:z y?) :sm(2x ) 12— 0
22—y x

Tagnuz =0,y #0
re =y Y Y
Olika véagar mot origo kan alltsd ge olika gransvirden, varfor gransvirdet inte existerar.

8. a) Lat halvkotet ha radien r och lat konens h6jd vara h. Volymen blir

l 473 n mr2h
2 3 3

V:

For att rdkna ut ranets area kan vi veckla ut ranet. Det utgdr da en del av en cirkelskiva med radie
V7?2 4+ h?. Ranets area erhalles genom att ta baglingden, for det utvecklade ranet, delat med omkretsen
for den stora cirkeln, alltsa:

2mr 2
Aziw(\/ﬂ—i—h?) =nry/r2 + h?
2mVr?2 + h?

Vi anvénder ett ickelinjért likhetsbivillkor for arean (det finns ingen anledning att anvinda mindre &n
0.011 m?). Bivillkoret pa standardform lyder 7rv/r2 + h2 — 0.011 = 0.

Villkoret pa vinkeln kan skrivas r/h < tan20° eller, pa standardform, » — htan20° < 0 (ett linjért
olikhetsbivillkor).
Rimliga startgissningar pa r och h kan vi f4 genom att sédtta » = h i uttrycket for arean. Det ger

h=r~+/A/(V2m).
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b) Vi placerar (r, h) i vektorn w. Hér f6ljer koden:

function glass

A = [1 -tan(pi * 20 / 180)];
B = 0;

Aeq = [1;

Beq = [];

LB = zeros(2, 1);

UB = [I;

w0 = ones(2, 1) * sqrt(0.011 / (sqrt(2) * pi));
fmincon(Qobj_fun, wO, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, @constr_fun);

w =
r = w(l)
h = w(2)

volym = -obj_fun(w)

function val = obj_fun(w)
r=w(l);

h = w(2);

val = -pi * r"2 * (2 *x r + h) / 3;

function [in_eq, eql = constr_fun(w)
r=w(l);

h = w(2);

in_eq = [];

eq = pi * r * sqrt(r~2 + h~2) - 0.011;

% startgissning
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