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Kortfattade 16sningsforslag: Flervariabelmatematik for Z2

2012-10-25
. Lat z, y och z var de tre talen. Vi far:
Tht1 Tk 1 1 1 -t T +yp+ 21— 1
Yet1 | = | Yk | — | 22k 2yr 22 xp+yp+ 2 —5
Zk+1 Zk 3z% 3yi 32} T4yl 2 —4

. Kurvan kan skrivas t — (cost,sint), t € [0,7/2].
/2 /2
/ydx—l—x—i—xydy:/ sint(—sint)+(cost+costsint)costdt:/ cos? t —sin® t 4 cos? tsint dt =
¥ 0 0

/2

E=1/3

/2
/ cos(2t) + sint cos® t dt = [sin(2t)/2 — (cos® t) /3]
0
. Tangentplanet i punkten (a,b, f(a,b)) ges av z = f(a,b) + (z — a)f;(a,b) + (y — b)f,(a,b). En normal-
vektor till planet &r saledes [f; (a,b), f,(a,b), —1]. Om planet skall vara parallellt med xy-planet sa skall
normalvektorn vara parallell med z-axeln, sa att f;(a,b) = 0 och f;(a,b) = 0. Detta ger 2ab + 2a = 0 och
a? — 3b2 = 0. Den forsta ekvationen ger a = 0 eller b = —1. a = 0 ger, i den andra ekvationen, b = 0 och
b=-1 geraz:l:\/g.
Svar: punkterna ir (0,0,3), (+v/3,—1,4).

. Bivillkorsméngden blir en sluten kurva (ett plan som skiir en cylinder). Lat g(z,v, z) = y® + 2% — 2 och
h(z,y,z) =  — z och utnyttja Lagrangetekniken med determinanten. Satt det[V f, (1/2)Vg, Vh] =0, dvs

1 0 1 1 0 1
O=det| 2yz y 0 | =det 2z y 0 | =222 —y(yP +1)=y(222 —9° = 1), (})
y2 oz -1 y?+1 2z 0

Vi far tva fall: y = 0 geri g = 0 att 2 = =v/2 som i h = 0 ger att = /2. De stationiira punkterna &r
+(1/2,0,v/2) och f:s virden i dessa punkter dr ++/2.

Nir y # 0 ger (1) att 222 —y? —1=0. Dettamed g = 0 ger 2> = 1 sd att z = £1 somih =0 ger z = +1.
g =0 ger y?> = 2 — 22 si att samtliga kritiska punkter blir (—1,41,—1) och (1,41, 1). Funktionen antar
virdena —2 respektive 2.

Svar: minsta virde -2, storsta virde 2.

. Tag fram projektionen, pa xy-planet, av skiirningskurvan mellan paraboloid och plan. Vi férenklar med
hjalp av kvadratkomplettering.

P 4y?=2-3r -2y (2+3/2)2 +(y+1)*=21/4

Kurvan ar saledes en cirkel med centrum i (—3/2, —1) och radie \/21/4. Integrationsomradet, D, utgors
av cirkelskivan med cirkeln som rand. Ett lampligt variabelbyte dr x = —3/2 +rcosy, y = —1 + rsin g,
¢ € (0,27), r € (0,4/21/2). Funktionaldeterminanten blir . Planet ligger ovanfor paraboloiden, sa in-
tegranden blir “plan-paraboloid” dvs. 21/4 — ((x + 3/2)? + (y + 1)?). Volymen blir
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6. Vi berdknar derivatorna:
f; = g/ ! 2.’[], f’; = g/ : (_1)7 f;lx = g” 2w - 2$+g/ ! 27 f;y = g” : (_1) 2z

Detta i DE blir
—2¢' +4x%¢" + 29 — 22%¢" = 0= 22%¢" =0

For x # 0 far vi DE ¢”(t) = 0 dér t = 2% —y. Losningen ges av g(t) = c1t +ca, dér ¢; och ¢y r konstanter,
sa att f(z,y) = c1(2® — y) + co.

7. Grinsvirdet i a) existerar och dr 1. Sitt t = 22 4+ y?, vi far da standardgrinsvirdet lim;_o(e! — 1)/t = 1.
Gréansvérdet i b) existerar inte. Tag = 0,y # 0:
ez +y") _ 1 B e _ 1 B ,e) —1

=y 01=0

2yt oy
Tag x # 0,y = 0:
@y _ 1 o=@®) _q

212 2 —1

Olika véagar mot origo kan alltsa ge olika gransvirden, varfor gransvirdet inte existerar.

8. a) Lat klotens centra vara (z1,y1,21) respektive (x2,ys, 22). Lat z-axeln vara cylinderns symmetriaxel.
Placera locket vid z = H och botten vid z = 0. Kloten har samma radie r. Volymen blir 2 - (4773)/3 s&
det récker att maximera r for att fa maximal volym, varfér objektfunktionen far returnera —r.

Vi far lagga till bivillkor sa att kloten ryms i burken och sa att de inte skir varandra. De linjira olik-
hetsbivillkoren r — z; < 0 och zx + r < H ser till att klot nummer k = 1,2 inte gar utanfor botten och
lock. De ickelinjéra olikhetsbivillkoren |(zg,yr)| +r — R < 0 tillser att inte nagon av kloten gar genom
cylinderviggen (| | betecknar vektorlangd).

2r — |(z1,y1,21) — (22, Y2, 22)] < 0 gor att kloten inte skir varandra. Alla bivillkoren ovan &r skrivna pa
standardform.

Vi placerar variablerna i vektorn w = (r, z1, y1, 21, T2, Y2, 22)-

Som enkla grénser kan vi ta LB = [0, -R, -R, 0, -R, -R, 0] ochUB = [R, R, R, H, R, R, HI.
Endast granserna for r dr ndodvandiga eftersom Gvriga bivillkor ger ldmpliga granser pa de andra variab-
lerna. Startgissningen dr inte sa kinkig i denna uppgift bara man undviker att ha 1 =y1 =22 =20 =0
eftersom fmincon da hittar ett lokalt minimum som inte dr optimalt.

function burk

global R

H=14.1;

R =1.8;

Aeq = [1; Beq = [1;

% r x1 ylzl x2 y2 z2

A =11 0 0 -1 0 0 O
1 0 0 O 0 0 -1
1 001 0 0O
1 0 0 0 0 0 1];

B=1[00HH?;

IB =[0 -R-RO0 -R-RO 1%

UB

[R R RH R RHI;
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wO =[10.50100 2]; Y% startgissning
w = fmincon(@obj_fun, w0, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, @constr_fun)
r = w(l)
volym = 8 * pi * r"3 / 3
xyz_1 = w(2:4)
xyz_2 = w(5:7)

function val = obj_fun(w)
val = -w(1);

function [in_eq, eql = constr_fun(w)

global R

eq = [1;

in_eq = [2 * w(1) - norm(w(2:4) - w(5:7))
norm(w(2:3)) + w(1) - R
norm(w(5:6)) + w(1) - R];

Overkurs: uppgiften gar att 16sa pa ett bittre sitt, men ovanstaende ricker for full poing. En nackdel med
16sningen ovan dr att minimum inte ar entydigt. Vi kan ju rotera placeringen av kloten kring z-axeln och
anda fa samma volym. Denna mangtydighet skulle kunna gora det svarare for fmincon att hitta minimum.

Om vi laser y; = 0 och kréver 0 < z; sa slipper vi mangtydigheten. Ténker man efter s inser man
att yo = 0 dr optimalt. Pa detta sétt blir vi ocksd av med de tva y-variablerna. De ickelinjira olikhets-
bivillkoren |(zx,yr)| + 7 — R < 0 kan d& skrivas som linjdra bivillkor, z; + r < R, —R < 29 — r och
xo+ 1 <= R.

Man kan minska antalet bivillkor genom att inféra villkoret z; < zs. Det récker da att kontrollera r—z; < 0
och zo +r < H.
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