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. Cirkelns ekvation lyder (a — z)? + (b —y) — 7% = 0 om (a,b) dr centrum och radien &r r. Systemet kan

skrivas

(a—3)2+(b+15)—r* =
(a—1)2+(b—-05)—r* =
(a—1)%+ (b—3.5) —r?

S& Newtons metod kan skrivas:

1

Ak+1 ag 1| s~ 3 bp+15 —rp | (ar, — 3)2 + (b +1.5) — ’I”]%
brt1 = b - 5 ar—1 bp—0.5 —rg (ak — 1)2 + (bk — 05) — ’I”,%
Tha1 Tk ar—1 bp,—35 —rp (a —1)? + (by — 3.5) — 1}

Det forsta linjestycket kan parametriseras enligt ¢ — (¢,t), ¢ € [0,1] och den andra delen av kurvan kan
skrivas t — (1 —¢,1+1t), t € [0, 1] varfor kurvintegralen blir

1 1
/yd:c—l—:z:dy:/ t~1+t-1dt+/ (A4 t) (D) +(1—b) 1dt=1—1=0
¥y 0 0

Lat f(x,y,2) = 22 +y? — 22 — 1, da definieras ytan (en hyperboloid) av f(x,v,2) = 0. Tangentplanet, till
hyperboloiden i punkten (a, b, ¢), har en normalvektor som &r parallell med V f(a, b, ¢) = 2(a, b, —c). Denna
vektor skall vara parallell med normalvektorn, (1,1,1) till det givna planet, varfor det maste existera en
skalfaktor s sa att s(1,1,1) = (a,b, —c) (tvaan &r inbakad i s). Punkten (a,b,c) maste dessutom ligga pa
hyperboloiden a? + b* — ¢ — 1 = 0 vilket ger s* + s? — (—s)? — 1 = 0 si att s = &1 vilket i sin tur medfor
att (eftersom (a,b, c) skall ligga i det givna tangentplanet) att d = s+ s — s = +1.

Svar: d = 1.

Kurvan 2% 4+y* = 1 definierar en kompakt miingd och funktionen f &r kontinuerlig. Alltsa existerar minsta
och storsta virde. Vi anvinder Lagranges teknik och sdtter gradienten av f och bivillkor som kolonner i
en matris vars determinant skall vara noll. Jag har avligsnat onddiga skalfaktorer fran gradienterna.

T ,’E3

0 = det =zy® — 223y = ay(y® — 222
{2y yg} y y=ayly )

som giller da z = 0, y = 0 eller y? = 222. Vi utnyttjar nu bivillkoret for de tre fallen:
r=0gery*=1say==1. f(0,+1)=2.

y=0gerz* =14 2z =41. f(+1,0) = 1.

y? =222 ger bat =1sa o = :l:1/51/4. Funktionen antar virdet 22 4+ 2y = 522 = 5/\/5 =56 ~22.
S& minsta virdet dr 1 och storsta virdet dr /5.

Den kropp som soks ligger “ovanfér” en paraboloid och “under” en kon. Dessutom skall kroppen ligga 6ver
xy-planet. Kroppen ar rotationssymmetrisk. Har en bild i xz-planet:
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Man kan berdkna volymen pa flera sétt. Jag har valt att rdkna ut volymen, V7, av kroppen mellan kon
och paraboloid och sedan subtrahera volymen, V5, av den kropp som ligger under xy-planet och ovanfor
paraboloiden.

For den forsta volymen hittar vi skirningen mellan kon och paraboloid:

24yt — 1=/ 492 +1

som satisfieras av \/x2 + y2 = 2. Integrationsomradet, D1, ges av cirkelskivan med radie 2. Infér polira
koordinater x = rcosp, y =rsing, 0 <r <2, 0 < ¢ < 27. Funktionaldeterminanten &r r sa:

2w 2
Wi = // Va2 + y24+1— (2 +y*—1) daedy = / / (r+1=r?4+1) rdrde =2 [r* +7°/3 — 7“4/4](2J = 167/3
Dy o Jo

Nu till V5. Integrationsomradet, D5, ges av cirkelskivan med radie 1. Poléra koordinater ger:

2m 1
vaz/]‘_@?+y2_ndﬂ@:i/ /ma—rﬂrmdwzzwp72—qu;:wm
Dy o Jo
Den sokta volymen ar Vi — V, = 167/3 — w/2 = 297/6.
. Vi berdknar derivatorna:
fo=9 2z, fi=4¢, fl.=9"22-20+9¢-2, fi,=9¢" 22
Detta i DE blir
—29’+4x29”+2g/+2x29” :O<:>6$29// -0
For x # 0 far vi DE ¢ (t) = 0 dér t = 2% +y. Losningen ges av g(t) = c1t +ca, dér ¢; och ¢y #r konstanter,
si att f(z,y) = c1(2? +9) + ca.

. Grénsvirdet i a) existerar inte, testa t.ex. med y = kz, |k| # 1 och lat = g& mot noll.

o (TR (RN (1R
w% IQ—kQ.IQ _ml—>rnO 1—]{32 B 1—k2

som antar olika varden for £ = 0 och k = 2 t.ex.

Gréansvérdet i b) existerar. Poldra koordinater, x = r cos p, y = rsin ¢, ger

(2® —y*)* _ (r*(cos® p — sin’ p))? .
Ry = 2 =7t (cos? o —sin® )® — 0,r — 0

eftersom |(cos? ¢ — sin? ¢)3| dr begriinsat (en dalig begrinsning &r atta, en bra ir ett, men bada duger).
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8. a) Lat cylindern ha radien r och hojden h. Konens hojd ar k. Volym och area hos stroaren blir

w2k

V= +7r?h, A=nr\r2+ k2 +ar? + 2nrh

Vi anvinder ett ickelinjért olikhetsbivillkor fér arean. Om vi antar likhet s& saknar problemet 16sning!
Bivillkoret pa standardform lyder A — 0.03 < 0 (med A definierad enligt ovan). Villkoren péa diametern
ar enkla granser och villkoren pa hdjderna blir linjara olikhetsvillkor. Dessa blir 0.07 < h + k < 0.1 och
k > 0.55h, sa pa standardform —h — k < —0.07, h + k < 0.1 samt 0.55h — k < 0.

Jag anvinder endast en enkel 6vre gréns for r, hojderna begrénsas av de linjéara bivillkoren.

Placera (r, h, k) i vektorn w. Mittpunkten i intervallet for radien ger startvirde pa r. For att fa startvirden
pa hojderna, antar jag att £k = 0.55h och h + &k = 0.1.

b) Vi placerar (r, k, h) i vektorn w. Hér foljer koden:

function salt

Aeq = [];

Beq = [1;

A =[011; 0 -1 -1; 0 0.55 -1];
B = [0.1; -0.07; 0];

LB = [0.015 0 0];
UB = [0.025 Inf Inf];

w0 = [0.02; 0.1 / 1.55; 0.055 / 1.55]; 7 startgissning
[w, volym] fmincon(@obj_fun, w0, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, @constr_fun);

r=w(l), h=w(2), k = w(3), volym = -volym

function val = obj_fun(w)
r=w(l); h = w(2); k = w(3);
val = -pi * r2 * (k / 3 + h);

function [in_eq, eq] = constr_fun(w)
r=w(1l); h=w(2); k = w(3);
eq = [1;

in_eq = pi * r * (sqrt(r~2 + k™2) + r + 2 * h) - 0.03;
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