Losningsforslag till tentamen
MVEO085 Flervariabelanalys V2

2013-08-31 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Anders Martinsson , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentan krivs antingen 25 poéng pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkinda var for sig. For godkint pa del 1 kridvs minst 10 poéng, fér godkiint pa del 2 kriavs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersétta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lisar.
For godkéant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42
poidng sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar liggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kur-
swebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se nista blad

Godkéntdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poéng pa denna del rdknas in fér att na godkintgrinsen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Ur klotet 22 + y? + 22 < 1 borras ett cylindrisk hal med radien % Cylinderns axel &ar
parallell med z-axeln och gar genom punkten (%,0,0). Berékna volymen av den del av
klotet som aterstar.

Lésning: Volymen av ett klot med radien 1 dr 47/3 (om man inte kan det utantill sa &r
det heller inte sa svart att berdkna det t.ex. genom 6vergang till sfirsika koordinater). Vi
behover séledes bara berdkna volymen av det urborrade halet och av symmetriskél réacker
det att bestdmma volymen V av den del € av detta hal som ligger i forsta okatanten och
sedan multiplicera med 4. Notera att (z — %)2 +9y? < % & 22 +y? < 2 som i cylindriska
koordinater (x = rcosf,y = rsinf, z = z) dr detsamma som att r < cos . Vi far da;

/2 pcosf /112 w/2 cos®
V= /// dv = / / / rdzdrd@-/ / V1—r2rdrdd =

/2 1 cos 6 w/2
:/ [(1 )3/2} d@:/ (1—sin G)dﬁ——/ (1—cos 9)s1n0d9—
0 3 0 3 0 6 3 0

_ [ u=cost _7T+1/0(1_u2>du_7r+1 il L
T | du=—sinfdf | 6 3 ) 6 3 3/, 6 9
4 2 2
Volymen av det urborrade klotet &r saledes % —4 (g - 9> = + g
8

2
Svar: Volymen &r ?ﬂ + 9



7. Lat C vara kurvan som ges av parametriseringenr = 2costi+2sintj+2sin2tk, 0 <t < 2w
och 1at F vara vektorfiltet F(z,y,2) = (e* — y?)i + (e¥ + 23)j + e°k. Visa att kurvan C

ligger i ytan z = xy och anvind Stokes sats for att beréikna kurvintegralen ¢ Fedr. (6p)
C

Losning: Om x = 2cost,y = 2sint och z = 2sin 2t sa &r;

ry = 2cost2sint = 2sin2t = z
vilket visar att C ligger i ytan z = zy. Notera ocksa att kurvan &ven ligger pa cylindern
2?2 4 y% = 4 sa C utgor randen/kanten till ytan S = {(a:,y, 2) ER3 2z =ay, 2% + 9% < 4}.

Eftersom kurvan C &r orienterad moturs sett ovanifran ytan z = xy sa skall ytan i Stokes
sats vara orienterad med en enhetsnormal som pekar upp dvs.

Areaelementet pa ytan édr dS = /1 + y2 + 2 dzdy och

J
0
oy

%W =
I
S
8
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+
<
\_53
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i
_ a9
curl F = 9z

xT

e Y3 e¥ 4 2B

sa Stokes sats ger att;

j[F-dr = // curl FeN dS = // 3(z® + %) dedy =
C S z24y2<4
27 2 1 2
3/ </ r? rdr) df = 67 [7‘4] = 247
0 0 4 0

Svar: fc Fedr = 247

8. Formulera satsen om kurvintegralers oberoende av integrationsvidgen och bevisa att om
vektorfaltet dr konservativt sa ar kurvintegralen oberoende av integrationsvigen. (6p)

Losning: Se foreldsningsanteckningar eller Sats 1 1 avs.15.4 (sid 866 i sjunde upplagan av
Adams). Se den del av beviset som motsvarar (a) = (b) = (c).



Anonym kod sid.nummer

MVEO085 Flervariabelanalys V2 2013-08-31

Poéng

Godkiantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestém och skissa (den maximala) definitionsméngden till funktionen f(z,y) = \/x + y?

Svar och skiss: / / y //
/

Di:z+y*>0

x+y2:0

%

(b) Bestdm ekvationer for tangentplanet och normallinjen till nivaytan e
genom origo.

T+2y+3z _ 1

Losning: Om vi sitter f(z,y, 2) = e*2Y+3% g4 #r
£1(0,0,0) = 1, £2(0,0,0) = 2, f3(0,0,0) = 3
sa nivaytans tangentplan genom origo ges av ekvationen;
Vf(0,0,0)e(x — 0,y —0,2—0)=0 < z+2y+32=0

och normallinjen ges av ekvationerna;

z—0  y-0  z2-0 y_z
f1(07070) f2(07070) f3(07070) 2 3

Svar: Tangentplanet: x + 2y + 3z = 0 , Normallinjen: x = % ==

1
(c) Bestam Taylorpolynomet av grad 2 till f(z,y) = i punkten (1,0).
x

+ 2y
L&sning: Vi har
flay) = — | f(ary) = 2

x, = T 4 N9 x, = T a N
WO = oy Y T )

2 4 8

5 Ji2(z,y) = ER Joa(z,y) = (

) = Gy @ wrar

och speciellt &r
f(170) =1, f1(170) =-1 ’ f2(1)0) = -2
f11(1,0) =2, fi12(1,0) =4, f2(1,0) =38

sa

1
Svar: Py(z,y)=1—(z—1) —2y+ 3 (2(x — 1)* + 8(z — 1)y + 8y?)

Till féljande uppgift skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. (a) Forklara vad som menas med begreppen kritisk punkt respektive lokalt mazimum, for
en funktion f(x,y) av tva variabler.

Svar: Se borjan av avsnitt 13.1 i sjunde upplagan av Adams.

(2p)

(3p)

(2p)



(b) Bestédm de kritiska punkterna till f(z,y) = 3z — 23 — 32y? och avgér om funktionen

har ett lokalt maximum i nagon av dem.
Losning:
3-322-3y°=0

Vi@,y) =0 < { —6zy = 0

Av andra ekvationen foljer att antingen dr x = 0 eller s dr y = 0. Om x = 0 sa foljer
av forsta ekvationen att y = 41 sa (0, 1) &r kritiska punkter till f(z,y). Pa liknande
sétt ser vi att (£1,0) ocksa &r kritiska punkter. Deras karaktir kan vi undersoka med
hjalp av Hessianen;

| —6x —6y
Speciellt ar
-6 0 6 0

7—[(0,1)—[_06 _06] ,H(O,—l)—[g g}

Matriserna H (0, £1) &r indefinita sa (0, £1) &r sadelpunkter och H(—1,0) &r positivt
definit sa (—1,0) dr ett lokalt minimum. Den enda av dessa matriser som #r negativt
definit, och ddrmed motsvarar ett max, ar H(1,0) sa;

Svar: f(x,y) har de kritiska punkterna (£1,0), (0,£1) och den enda av dessa som
motsvarar ett lokalt maximum &r (1,0).

(4p)
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Godkéantdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestdm masscentrum (Z, g, Z) fér den del Q av klotet 22 +y?+22? < 2 som ligger i forsta
oktanten, da klotet bestar av ett homogent material. (Tips: z2 = [[[,zdV/ [[[, dV)

Lésning: Sfirisk substitution (z = psingcosf , y = psingsing , z = pcos @) ger;

/2 /2 V2 31V2
o= [ [ o= [2] =
Q o Jo Jo 2 3]0 3
/2 pr/2 P2 w/2 47V2
/// zdV —/ / / p2 sin ¢ cos ¢ dpdpdf = T 1sin2 10) i _T
0 0 0 2|2 o L4, 4

och av symmetriskél r dven T =y = —=

saZ= AE T 4\/’
3 3 3
427 42 442

(b) Visa att vektorfiltet F = (2zy+2)i+ (22 +2y)j+ (v + 1)k ir konservativt och bestim
en potential till F

Svar: (z,7,z) = (

)

Lésning: Vi soker en reellviird funktion ¢(z,y, z) sadan att V¢ = F.

929
ox
0[] Jg

M =22+ 2y =2+ 3 = g =1y’ + h(z) , for nagon funktion h(z)

¢
Dz

Svar: Eftersom F har en potential sa &r det konservativt och en potential ar t.ex.

=22y +2 = ¢=ay+az+g(y,2), for nagon funktion g(y, 2)

=z+1=xz+h(2) = h(z) =2+ C, for ndgon konstant C

p(z,y,2) =2’y + 22 +9y° +2

Till foljande uppgifter skall fullstindiga l6sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

u=x—y
v=x+
pa hela uv-planet genom att ta fram den inversa transformationen.

T = %u + %v
Svar: 21 1
Yy=35u+3v

4. (a) Visa att transformationen { avbildar hela zy-planet ett-ett

(b) Beriikna dubbelintegralen / / —Y da:dy, dir D ar det omrade som begrinsas av
linjernax —y =0, x —y =1, x—i—y—l och z +y=2.

e . u=x—y
(Tips: Gor variabelbytet { vty )

1
Losning: Eftersom Oz,y) _ ‘ /2 1/2 ‘ _ L

o(u,v) | —1/2 1/2

// —Y dzd // —dud 1 ujl[lnv]2—}1n2
prty YT 22, T
—y
Svar: // dx dy— 1n2
DT+Y

(3p)

(3p)

(2p)



5. Lat S vara den del av paraboloiden z = 3 — 2% — y? dir 2% + y? < 2.

(a) Berdkna arean av ytan S.

Lo6sning:
Arean://dS:// V 1+ 422 + 4y? dedy =
S z2+92<2
2m V2 1 V2o
:/ / V1+4r2rdrdd = 2n —(1—}—47“2)3/2 = 137
o Jo 12 ., 3
Svar: 137/3

(b) Beriikna flodet av hastighetsfiltet F = (z + y)i+ (y — 2)j — 6k ner genom ytan S.
Losning: Vi har NdS = —(2zi + 2yj + k) dedy sé

Flodet = / / F.NdS = / / (6 — 22% — 2%) dady =
S x249y2<2

21 \/§ 1 V2
= / / (6 — 2r)r drdf = 21 [37‘2 - 7‘4} =8
o Jo 2 Jo

Svar: 87

(3p)

(3p)



