Losningsforslag till tentamen
MVEO085 Flervariabelanalys V2

2013-10-24 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Anna Persson, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkdnt pa tentan kravs antingen 25 poéng pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkinda var for sig. For godkiint pa del 1 kridvs minst 10 poéng, fér godkiint pa del 2 kridvs 13 poéing. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lisar.
For godkéant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42
poing sammanlagt pa tentamens alla delar, inklusive eventuella bonuspoéng.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se nésta blad

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstéindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Visa att ekvationen e™* = z — x — y implicit definierar en funktion z = f(z,y) i en
0% f

0,1).
8xay( )
Losning: Funktionen ges implicit av G(z,y,2) = 0 dir G(z,y,z) = e"™¥* + 2 +y — 2.
Implicit derivering m.a.p. x ger

omgivning av punkten (0, 1,2) och berékna

0z 0z G,

! _ = =
G+ G %G

P& samma vis, leder implicit derivering m.a.p. y till

/
e _ T )
oy G

Formlerna (1) och (2) har mening om och endast om G/, # 0, och detta #r kravet som
maste uppfyllas for att z ska vara en funktion av x och y. Vi berdknar direkt

G = yze™* + 1, (3)

G, = xze™* 41, (4)
G, = zye™* — 1. (5)

(4p)



I punkten (0,1, 2) géller alltsa
! / /
G,=3, G,=1, G,=-1 (6)

Eftersom G, (0, 1,2) # 0 sa ér z en funktion av 2 och y i en omgivning av (0, 1,2). Dessutom
har vi enligt (1), (2) och (6) att

0z 0z
Z20,1) =3, =—(0,1)=1.
0.1 =3 F0.) @

Nu till den blandade andra derivatan. Fran (1), (6) och kvotregeln hérleder vi att

e 9 (0:\_ 0 ( G\ _ G- G i 0GL 0G, -
oxdy Oy \ox/) 0Oy G ) (G)? N oy oy
Implicit derivering ger ocksa formlerna
oG, , 0z 0G, , 0z
3y —Gzy—i-Gzza—y, 3y —ny—i-sza—y.

I punkten (0,1, 2) géller ddrmed enligt (7) att

oG, oG,
8y = G/zy + G/zza ay - G;cy + G;cz (9)
Inséttning av (9) in i (8) ger sedan
622 ! ! ! /

Fran (3), (4) och (5) hérleder vi att
G;y = 2(1 4 zy2)e™?, G, = (zy)2e™?, G;y = 2(1 + xy2)e™?, G, = y(1 + zyz)e™?,
sadan att i punkten (0,1, 2) géller

G,=0, G,=0, G,=2 G, =1

Inséttning av dessa virden i (10) ger slutligen att;

92
Svar: axgy(o, 1) =3.

. Betrakta vektorfiltet F = zzi — yzj + (22 +y>)k  (obs! samma som i uppgift 5)

(a) Visaatt G = (323 +2y?)j+xyzk ér en vektorpotential till F dvs visa att curl G = F.
Utnyttja sedan detta samband och Stokes sats for att berdkna flodet av vektorfiltet
F upp genom halvsfiren 22 + % 4+ 22 =4,z > 0. (4p)

(b) Bestam ekvationer for filtlinjerna till vektorfiltet F (4p)
Losning (a): Vi har
i k
VxG=|2Z L= (22 -0,0 —yz, (22 +9*) — 0) = (xz,—yz, 2> +y%) = F, v.s.v.
0 y

Om S betecknar halvsfiren som i Uppgift 5, sa ges dess rand C av cirkeln 22 +y% = 4, 2 = 0,
dvs randen till locket £ fran Uppgift 5. Stokes sats séiger att

//S(v x G)eNdS = in-dr, (11)



da C orienteras moturs sett ovanifran. VL i (11) &r just den flodesintegral vi soker, ty
V x G = F. Sa vi kan i stéllet berdkna HL. Vi visar tva alternativa sitt att géra detta.

METOD 1: PARAMETRISERA CIRKELN

Cirkeln C parametriseras av
r(t) = (2cost,2sint,0), 0<t < 2m.

Pa C har vi

G

1 8
(0, garg + zy?, a:yz) = (0, 3 cos> t + 8costsin? t, 0) ,
sa,

2w
8
7{ Gedr = / <0, 3 cos> t + 8costsin?t, 0) o (—2sint,2cost,0)dt =
C 0

2 1 2 1
= 16/ <3 cos* t + cos” tsin® t> dt = 16/ <3 cos* t + cos? t(1 — cos? t)) dt =
0 0

2T 2
= 16/ (coszt ~3 cos® t> dt. (12)
0

Vi anvénder den trigonometriska identiteten
9 1
cos“t = 5(1 + cos 2t). (13)
Om vi kvadrerar bada leden och anvinder samma identitet igen sa far vi

1 1
cos’t = Z(l + cos 2t)? = Z(l + 2cos 2t 4 cos® 2t) =

1 1 3 1 1
=1 [1 + 2cos 2t + 5(1 + cos4t)} =3 + §cos2t + 3 cos 4t. (14)
Inséttning av (13) och (14) in i (12) ger

27
1 1 1
16/0 <4 + 5 cos 2t — B cos 4t> dt.

Integralerna av cosinus funktionerna kommer att bli noll, av symmetriskél. Sa vi limnas
med 16 f027r % dt =16 (g) = 8w, som ju stdmmer 6verens med resultatet i Uppgift 5.

METOD 2: ANVAND GREENS SATS I PLANET

Kurvan C ligger i xy-planet sa vi kan strunta i z-kompenenten av G och betrakta den
som ett vektorfilt i planet, ndmligen G =0-i+ (%xg’ + ny) j- Greens sats innebir sedan

att
fG-dr:// <6G2—8Gl> dxdy://(:c2+y2)d:vdy,
c c\ Oz Oy c

dir £ #dr samma omrade som i Uppgift 5, nimligen skivan 22 4+ 32 < 4. S vi byter till
poléra koordinater och far

27 2
/ / 2 (rdr df) = 87, v.s.v.
0 0



Lésning (b): Ekvationerna for filtlinjerna lyder i allménhet (se s.844 i boken)

der. dy dz
F F, F3
som i detta fall blir
d d d
ar_ 4y _ 4z (15)
Tz —yz 12+ y?
Tag forst den vinstra ekvationen. Man kan forkorta bort z sa att det star df = —%.

Integration ger
dx dy c
— =[] =4+C=her=-lhny+C=he+hy=C=In(zy) =C=ay=c¢€".
Z )

Kalla € for C; och notera att C; alltsa maste vara positiv. Sa vi har

xy=C1, Cp>0. (16)

Detta &r ekvationeno for en hyperbel med sitt fokus i (0,0) och sina tva delar i férsta och
tredje kvadranten. Atervénd nu till (15) och betrakta

de  dz a? +y°
X

xz_a:2+y2 )dm:zdz.

Inséttning av (16) ger

Vi integrerar bada leden och far

for nagon annan integrationskonstant Cy. Detta kan forenklas till
1\’ 16
— <1> = 2% 4+ 20, 192 y? — 2% =20y, (17)
x

Om Cy > 0 beskriver (17) en tvamantlad hyperboloid (se s.595 i boken). Om Cy < 0
beskriver den en enmantlad hyperboloid. Om Cs = 0 beskriver den en dubbelkon.

Slutligen ges féltlinjerna av skdrningskurvorna mellan (16) och (17).

Svar: Filtlinjerna ér skirningskurvor mellan hyperboloider 22 — y? — 22 = C och hyper-
boliska cylindrar xy = C.

. Definiera begreppen gradient och riktningsderivata for en funktion av tva variabler. Bevisa
sedan dels att Dy f(a,b) = ueV f(a,b) och dels att i punkten (a,b) vixer f(x,y) snabbast
i riktningen V f(a, b).

Losning: Se Definitioner 6 och 7, samt Theorem 7 och efterféljande Remark i avsnitt 12.7
i boken.

(6p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng
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Godkiantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestdm riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = y* + 2zy — 2° i punkten (2, 1) och
i riktningen u = %i + %J (2p)

Lésning: Vi har f; = 2y — 322 och fo = 2y + 2z, s& Vf(2,1) = —10i + 6j, och

eftersom u redan &r en enhetsvektor sa ges riktningsderivatan av

Duf(2,1) =Vf(2,1)-u=(—10i+6j)+ (21 + §j> — _g

Svar: Dy f(2,1) = —6/5

(b) Bestam Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen f(x,y) = In(x + 2y) i punkten
(1,0) och anviénd Taylorpolynomet for att bestimma en approximation av funktions-

viirdet f(1.1,0.2) (3p)
Lo6sning: Vi har
1 2 -1 -2 —4
N oray ooy T erwp T e T erap

och i punkten (1,0) ar speciellt f = 0, f1 = 1, f2 = 2, f11 = —1, f12 = —2, f22 = —4,
vilket ger oss foljande Taylorpolynom av grad tva;

Pae,y) = (e = 1)+ 29+ 5 (~(0 = 17 =4z — Dy — 452),

Speciellt far vi att:
1
f(1.1,02) & Py(11,0.2) = 0.1+ 0.4 4 3 (=0.01 — 0.08 - 0.16) = 0.375.
Svar: Py(z,y) = (z—1)+2y—1 ((z — 1)? + 4(z — 1)y + 4y?) och f(1.1,0.2) ~ 0.375

(c) En partikel ror sig lings kurvan r = 2(t — 2)3/2i 4 tj+ (t + 1)k. Bestém de tidpunkter
t = a och t = b for vilka partikeln befinner sig i punkterna (0,2, 3) respektive (2, 3,4).
Beréikna sedan lingden av kurvan mellan punkterna. (3p)
Lésning: Man ser direkt att a = 2, b = 3 och eftersom r'(t) =/t —2i+j + k sa ér;

3 3
2
Léngden av kurvan = / \/(\/t —2)24+1241%2dt = / Vtdt = 3 (3\/§ - 2\/§>
2 2

Svar: a = 2, b = 3 och kurvan har lingden % (3\/§ — 2\@)

Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Bestim det storsta virde som funktionen f(z,y, 2) = x+y—z antar pa sfaren 224 y?+ 22 = 1. (6p)

Lésning: Vi vill maximera f(z,y,z) = x + y — z under bivillkoret g(z,y,z) = 0 dér
g(z,y,2) = 22 +y? + 22 — 1. Lagranges metod ger de fyra ekvationerna

1=A2z), 1=A2y), —-1=A(22), #?4+>+22=1

Man hérleder direkt fran de tre forsta ekvationerna att x = y = —z. Inséttning i den fjarde
ger sedan 322 = 1 sa vi har tva losningar: (z,y,2) = +(1/v3,1/v3,—1//3). Eftersom
vi vill mazimera och inte minimera f sa dr det klart att vi ska vélja den 16sning med ett

positivt z-virde. S& fmax = % + % — (-%) = % =+/3.
Svar: /3



Loésning (a): Vi delar upp randen som C = C; U Cy U Cs dér C; &r stréckan fran (0,0) till
(2,0), Co &r strickan fran (2,0) till (0,4) och C3 &r striackan fran (0,4) tillbaka till (0,0).

Da giller
/F-dr:/ F-dr—l—/ F-dr—l—/ Fedr. (18)
C C1 Co Cs

Anonym kod sid.nummer | Podng
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Godkéntdelen: del 2
3. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Visa att vektorfiltet F = yzi+ (zz + 2)j + (zy + y + 1)k &r virvelfritt (irrotational)
och bestdm en potential till F. (3p)
Losning: Vektorfiltet dr virvelfritt ty;
i j k
VxF=|g& & 5 =((@+1)— (z+ 1),y —y,2 — 2) = (0,0,0),
yz zrz+z zy+y+1
En potential ¢ maste uppfylla de tre ekvationerna
¢ = [yzdx + Ci(y, 2) = zyz + C1(y, 2),
¢ = [(zz+ 2)dy + Ca(z, 2) = zyz + yz + Co(x, 2),
¢ = [(zy+y+1)dz+ Cs(z,y) = zyz +yz + 2 + C3(z,y).
Det foljer av dessa ekvationer att ¢ = zyz +yz + 2+ C.
Svar: T.ex. ¢(z,y,2) = xyz +yz + 2
(b) Bestdm masscentrum (Z, g, z) for den kropp K som bestar av ett homogent
material och som begriinsas av zy-planet och paraboloiden z = 1 — 22 — 72, (3p)
(Tips: 2 = [[[ 2dV/ [[[; dV och av symmetriskél dr Z = § = 0)
Lo6sning: Vi har;
1—ac2—y2
///de:// / zdz | dedy =
K 224+y42<1 \Jo
1 1 2 1
:// (1—x2—y2)2d$dy:/ /(1—r2)2rdrd9:---:7r
2 $2+y2§1 2 0 0 6
och 1—g?—y?
/// dV:// / dz | dxdy =
K x2492<1 0
2 1 T
:// (1—x2—y2)dxdy:/ /(1—r2)rdrd9:---:
22 4+y2<1 0o Jo 2
s zZ = :—?S = % och dirmed;
Svar: Kroppens masscentrum &r i punkten (0, 0, %)
Till foljande uppgifter skall fullstindiga l6sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.
4. Betrakta vektorfiltet F = (822 — y?)i+ (222 4+ y)j och lat C vara randkurvan till triang-
eln med hérn i (0,0), (2,0), och (0,4) orienterad moturs. Beriikna kurvintegralen |, Fedr
genom att...
(a) parametrisera randbitarna och utga fran definitionen av kurvintegral. (3p)
(b) anvénda Greens sats. (3p)



Vi kan t.ex. parametrisera de tre randbitarna pa foljande sétt;

:r(t) = (t,0) , 0<t<2
(22 r(t) (2—t,2t) , 0<t<2
Cir(t)=(0,4—1t) , 0<t<4

Vi har ocksa F = (822 — 2,222 + y) si pa respektive randbit #r;
(t

C1: F = (8t2,2t%) och r'(t) = (1,0)
Co:F=(82—-1)?2—(2)%22—-t)2 +2t) = - = (32 — 32t + 4t%,8 — 6t + 2t?) och r'(t) = (—1,2)
C3:F=(—(4—1t)24—t)ochr/(t) = (0,—1)

Vi beriiknar de tre integralerna i (18) i tur och ordning. For det forsta,

2 2 64
/Fodr:/ (8t2,2t2)-(1,0)dt:/ St?dt == —.
C1 0 0 3

For det andra,
2 2
/ Fedr = / (32 — 32t + 4t%,8 — 6t + 2t%)s(—1,2) dt = / (=16 +20t)dt = --- = 8.
Ca 0 0

For det tredje,

4 4
— — — 2 — ° — — — —_ . — —
/CgF-dr_/O( (4= )24 — 1)o(0, —1) dt /O(t 4)dt 5.

Sammantaget har vi ddrmed;

64 64
Fedr= — +8 8= —.
/C r=gt 3

Svar: [ Fedr =64/3

(b): Greens sats ger (T star for insidan till triangeln);

7{1? dr—// <8F2—61;1) dxdyz//T(4x+2y)dxdy:

2 4-2z 2 64
= / d:c/ (4x +2y) dy :/ d [(4zy +y2)|3_29”] == 4/ (4—a¥)de == 5 VSV
0 0 0 0

. Betrakta vektorfiltet F = xzi — yzj + (22 + vk

(a) Visa att F &r kallfritt (solenoidal).
(b) Bestidm flsdet av vektorfiltet F upp genom halvsfiren x2 + % + 22 = 4,2 > 0.
Lésning (a):
oF, 0F, OF 0
1, 0% O

0 0
ox oy 0z —%(3?) (‘3y( yz)—i-a—(x +9?)=2—-24+0=0, v.s.v.

(b): Kalla halvsfiren for S. Om vi ldgger pa ett lock £, nimligen skivan z = 0, 22432 < 4,
sa far vi en sluten yta S U £ och enligt Gauss sats giiller

//SUEF-NdS:///VV-FdV.

Men trippelintegraln dr noll, ty vi har redan sett i del (a) att F &r killfritt. Det betyder
att flodet upp, dvs ut, genom S maste balanseras exakt av flodet ut, dvs ner, genom L,

dvs
//F-NdS——//F~NdS.
S L

Men flodet genom L kan berdknas direkt ty normalvektorn &r konstant ddr, ndmligen

N = (0,0,-1). S&

2w 2
//F‘NdS:// —(x2+y2)dS:—/ / r2 (rdrdf) = —8m.
c 22 4y2<4 o Jo

Sa flédet upp, dvs ut, genom halvsfiaren ar +8.

Svar: 87



