Losningsforslag till tentamen
MVEO085 Flervariabelanalys V2
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Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Jakob Hultgren, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkdnt pa tentan kravs antingen 25 poéng pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkinda var for sig. For godkiint pa del 1 kridvs minst 10 poéng, fér godkiint pa del 2 kridvs 13 poéing. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lisar.
For godkéant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42
poing sammanlagt pa tentamens alla delar, inklusive eventuella bonuspoéng.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se nésta blad

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstéindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. (a) Visa sambandet dxdy = rdr df mellan areaelementen i Cartesiska respektive poléra
koordinater.

(b) Berékna integralen | fp zydA , da P &r parallellogrammet som begrinsas av de fyra
linjernay+x=1,y+rx=2,y—xz=3,y—z =4

Lésning (a): Forhallandet mellan Cartesiska och polira koordinater &r
x=rcos, y=rsind.

Foljdaktligen ges forhallandet mellan areaelementen av

_ |9(z,y)
dx dy = ’8(7“,0) ‘ drdf,
dar
oz,y) % a—g | cosf® —rsind
or,0) | 3 55| | sinf rcosd

S& determinanten #r (cos 8)(r cos#) — (—rsin §)(sin §) = r(cos? § +sin? §) = r, som medfor
att dedy = rdrdf, v.s.v.



Losning (b): Det ér enklast att skriva med matriser. Transformationen mellan (z,y) <

(u,v) ges av u = Ax, dir u = [u v]", A = [ _11 1 } och x = [z y]T. A ena sidan har vi
dudv = |det(A)|dzdy = 2dx dy, s dvdy = 5 dudv. A andra s idan ges inverstransfor-
mationen av x = A~1u, som leder till z = 1(u — ), y = 3(u +v). Allt detta innebir att

integralen kan skrivas om i termer av u och v och &ar

1 4 r2
8/3 /1 (uz—vz)dudv:---:—g

(a) Formulera Stokes sats.

(b) Kontrollera att satsen stimmer for vektorfiltet F = y°i + 23j 4+ 2%k och ytan S som
ar den del av z = 2 + 92 under planet z = 1. Dvs beriikna bada leden i satsen och
visa att de &r lika.

Losning (a): Sats 16.5.10 i boken.

Losning (b): Vi berédknar forst flodesintegralen

//S(v x F)sN dS.

Man kan kolla att V x F = (322 — 5y?)k. Ytan ir en del av funktionsytan z = f(x,y) =
2% + %, 84 NdS = £ (—fy, — fy, 1) = £(—22, —2y,1). Det ir faktiskt minus tecknet som
stammer ty det &r klart att den utgaende normalen har en negativ lutning i z-led. Sa

ytintegralen blir
//(5y4 — 32%) dz dy,
S

dir S #r projektionen av S pa zy-planet, som #r just enhetsskivan 22 + y? < 1. Det ir
naturligt darfor att byta till poldra koordinater, som leder till integralen

2w 1 5 2w 3 2m
/ / (5rtsint @ — 3r2 cos?0) rdrdf = - - - :/ sin49d0—/ cos? 0 d6.
o Jo 6 Jo 4 Jo

De trigonometriska integralerna beréknas pa samma vis som i Uppgift 4(a) och det visar
sig att fozw cos?0df =, fozﬂ sin*§ d§ = 37 /4. Insittning ger resultatet —m /8 for flodesin-
tegralen.

Nést berdknar vi kurvintegralen

}1{ Fedr.
5S

Randen till S #r cirkeln 22 + y?> = 2 = 1, orienterad medurs sett uppifran, ty S ligger
under randen och ska hallas till vinster om randen. Om vi skulle g moturs i stéillet sa
paramteriseras cirkeln med

r=cosf, y=sinf, z=1, 0<0<2m,
sa
F = (y°, 25, 24) = (sin® 0, cos® 0, 1),
fér en medurs rotation

dr = —(dz,dy,dz) = (sin, — cos 6, 0)



och kurvintegralen blir
2
/ (sin® @ — cos™ 6) db.
0

Man kontrollerar pa liknade vis som innan att f027r cost0df = 3m/4, fo% sin® 0 df = 57/8,
sa kurvintegralen blir 57/8 — 3w /4 = —x /8, precis som flodesintegralen, v.s.v.

(a) Definiera vad som menas med att en funktion f : R?> — R #r differentierbari en punkt
(a,0).

(b) Ge ett exempel som visar att dven om de partiella derivatorna f; och fo existerar i
en punkt (a,b) sa behover inte f vara differentierbar dér.

(c¢) Vilken egenskap hos de partiella derivatorna f; och fo garanterar att f &r differenti-
erbar i punkten (a,b) ? (OBs! Det récker att ange villkoret, du behéver inte bevisa
nagot).

Losning (a): Definition 5, Section 12.6 i boken.

Lésning (b), (c): Om de partiella derivatorna &r kontinuerliga i en omgivning av punkten
(a,b) sa ér f differentierbar i (a,b), se Sats 12.6.4. Sa for ett motexmepel i del (b) behover
man en funktion vars partiella derivator existerar men &r inte kontinuerliga i punkten
(a,b). Nér de partiella derivatorna inte dr kontinuerliga sa behover inte funktionen sjilv
vara kontinuerlig heller, som definitivt skulle utesluta att den &r differentierbar. Vi kan ta
som ett exmepel i del (b) funktionen

— %7 ($)y)7é(0’0)7
f(:r,y)—{ 07+ (z.5) = '

Eftersom f(x,0) = f(0,y) = 0 for alla x och y, sa &r bada partiella derivatorna lika med
noll i punkten (0,0). Men f &r inte ens kontinuerlig i (0,0) - se Exempel 2 i avsnitt 12.2 i
boken for fler detaljer.

Lycka till!
Thomas Wernstal

(2p)

(3p)

(1p)



Formelblad fé6r TMA043 och MVE085, 13/14

Trigonometri.

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

1

cos(z) cos(y) = E(cos(aﬁ —y) +cos(z +y))

Integralkatalog

" xa-&-l

/:U dx i +C

/sina:dx = —cosx+C

1

/ 5 dzr = tanz +C
cos?x

/ e’ dx = 4 C

1
/7x2+a2 dxr =

1
/ﬁdl‘ = arCSin%+C,a>O
1 Y
/\/TTCZJ? - 1n|x+ $2+a|+c,a7é0
x a

1
farctang—&—C , a#0
a a

Maclaurinutvecklingar

2

oo 2k—1
: _ -1 k—1 T
sin x ];( ) k= 1)
oo 22k
cos T = (—1)*
2V g
1+x)* = Z<z>xk
k=0
> X
In(l+z) = Z(_nk“?
k=1
oo 2k—1
t _ _\k-1 %
arctan x k:1( ) 5h 1
Ovrigt

Masscentrum (zr, yr, z7) for Q ges av zp =

p(x,y, z) dr densiteten.

a#—1

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x —y) +sin(z + 1))

tan(z +y) =

tan(z) + tan(y)

1

1
/fdx
x

/cosa:dx =

/ 1
sinx
/ a® dx

/58

/mdx -
/mdx _

— tan(z) tan(y)
= Injz|+C
sinz + C
dx = —cotz+C
afE
= —+4C ,0<a#1
Ina
dx In|f(z)|+C

2

1 T T
tat oyt
3 xd 27
x2S
-1
1+ozx+a(a2' )1‘24- s lxl <1 (
2 3 gt
LTz l<z<1
T 2—|—3 4—|— , <z <
3+x5 7+ o<1
T3 =

ffo zp(z,y, z) dedydz

fffg p(z,y, z) dedydz

, analogt for yr, zr.

> Q

)_

1
—z a—m2+garcsini+0 , a>0

Ja

1
§(xx/$2+a—|—aln|x+\/x2+a|)+C

ala=1)...(a—k+1)

k(k—1)...1
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Poing

Godkiantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Bestdm huruvida var och en av féljande tva punktmingder i R? &r 6ppen /sluten /varken
eller. Ge korta motiveringar for dina svar.

(i) 2<2<3 (i) 0<a®+y* <1, 2=0.

Svar och motivering: (i) Mangden &r sluten. Dess rand bestar av de tva planen
z =2 och z = 3 som bada tillhér méngden.

(i) Méngden #r varken 6ppen eller sluten. Den &r inte sluten ty hela cylindern 22 +
y? = 1 ingar i dess rand, men endast enhetscirkeln som utgor cylinderns skérning med
planet z = 0 tillhér méngden sjélv. Den &r inte heller 6ppen ty denna cirkel ligger
inte i méngdens inre.

En partikel ror sig lings kurvan r(t) = t%i + (1 +¢)j,0 < t < oo. Skissa banan och
indikera fardriktningen. I vilken punkt befinner sig partikeln da dess fart ér 5 (Le./s)?

L6sning och skiss: Banan gar till hoger lings kurvan y = \/x + 1, med startpunkt
(0,1). Hastigheten #r r'(t) = (2t,1) sa farten ar /(2¢)2 + 12 = v/4#2 + 1. Om farten
ar 5 s& innebér det att 5 = V/4t2 4 1, som medfor att ¢ = /6. Vid denna tidpunkt
befinner sig partikeln i punkten r(v/6) = ((v/6)2,1 +v/6) = (6,1 + V/6).

Betrakta vektorfiltet F : R? — R3 som ges av F(x, vy, 2) = (22+2)i+In(y+22)j+ayzk.
Bestdm Jacobimatrisen DF i punkten (1, —3,2) och med hjilp av densamma bestdm
ett approximativt vérde for F(1.02, —2.99,1.98).

Losning: I allménhet géller

OF OF 0F,

oz (%72' Oz 2z 0 1
DF _ 8F2 8 2 8F2 _ O 1 2z
- Ox - y+z2  y+2?

aFy Oz
OF'3 OF'3 OF'3
oz dy 0z

yz xz Ty
Vid punkten (x,y, z) = (1,—3,2) har vi alltsa

2 0 1

DF(1,-3,2)=| 0 1 4

-6 2 -3

Notera att F(1,—3,2) = (3,0, —6). Approximationen for F i den nérliggande punkten
ges sedan av

3 2 0 1 0.02 3.02
F(1.02,-2.99,198)~ | 0 |+ | 0 1 4 0.01 | =] —0.07
—6 6 2 —3 | | —0.02 —6.04

Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

(2p)

(3p)



2. Bestdm de storsta och minsta virdena som antas av funktionen f(x,y) = =

3—:Uy—i—y2i

enhetskvadraten, dvs i omradet 0 < x <1, 0 <y < 1.

Losning: Vi kollar forst de kritiska punkterna. Vid en kritisk punkt géller

fo=0=322—y=0,
fy=0= -2+ 2y =0.

Dessa ekvationer har tva losningar, (0,0) och (1/6,1/12). Notera att den forsta punkten lig-
ger pa enhetskvadratens rand medan att den andra ligger i dess inre. Vi har f(1/6,1/12) =
—1/432. Nést kollar vi kvadratens rand, som bestar av 4 olika stréckor.

(a) lings striickan mellan (0,0) och (0,1) sa dr f(0,y) = y? sd minsta virdet &r noll och
storsta vérdet &r ett.

(b) lings striickan mellan (0,1) och (1,1) s& &r f(x,1) = 23— 2+ 1, som alltid ligger mellan

noll och ett.

c) langs strackan mellan (1,1) oc sa ar ,y) = 1—y+y*, som alltid ligger mellan
ling k llan (1,1) och (1,0) sa Ly =1-y+y? 11tid ligg 11

noll och ett.

(d) lings strickan mellan (1,0) och (0,0) s #r f(x,0) = 23, som alltid ligger mellan noll

och ett.

Sammanlagt ser vi att det minsta virdet som antas av funktionen 6ver hela kvadraten ar
—1/432 medan att det storsta virdet ar 1.
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Godkéntdelen: del 2
3. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestdm den totala massan hos ett triangulirt foremal vars hoérn ligger i punkterna
(0,0), (0,1) och (2,1), om densiteten i en punkt (z,y) 4r e¥’. (3p)
Losning: Vi maste integrera densiteten 6ver omradet. Det dr viktigt att integrera
m.a.p. x forst. Detta ger
1 2y 2 1 2 1 2 2 2
/ dy/ e¥ dx—/ 2yeY dy—/ dev)=et" — e’ =e—1.
0 0 0 0
(b) Betrakta det konservativa vektorfiltet;
F = (2zsin(yz) + 322 — y2e®)i + (222 cos(yz) — 2ye®)j + (xy cos(yz) + 6z2)k.
Bestdam en potential for F och berdkna fc Fedr, ddr C &r den raka striackan fran
(0,1,1) till (1,0,1). (3p)
Losning: Vi berdknar i tur och ordning
/F1 dr = x?sin(yz) + 3x2% — y?e® + C1(y, 2),
/F2 dy = x?sin(yz) — y2e” 4+ Cy(z, 2),
/F3 dz = % sin(yz) + 3z2* + Cs(z, y),
som innebédr att en potential &r
b(x,y, z) = 22 sin(yz) + 3z2% — 3%
Sedan #r kurvintegralen lika med foréindringen i potentialen, namligen ¢(1,0,1) —
#(0,1,1) =3 —(—1) = 4.
Till foljande uppgifter skall fullstéindiga 16sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.
4. Lat F = —y3i 4+ 23] och lat C vara évre halvan av enhetscirkeln z2? + 32 = 1, orienterad
medurs. Berdkna kurvintegralen fc Fedr genom att...
(a) parametrisera halvcirkeln och utga fran definitionen av kurvintegral. (3p)
(b) anvénda Greens sats. (3p)

Losning (a): Halvcirkeln har den naturliga parametriseringen = = cosf, y = sinf, 0 <
0 < w. Eftersom vi integrerar medurs blir kurvintegralen

0 T
/F1 de +Fody = / (—sin 0)3(sin 6 df) + (cos 0)>(cos 0 df) = —2/ sin* 6 df),
g 0
dér vi har anvint symmetri for ett forenkla integralen. Sedan tillaimpar vi de trigonomet-
riska identiteterna

1 1
sin? A = 5(1 —cos24), cos’A= 5(1 + cos24)



och far

3 1 1
.4
=2~ o820+ - cos4é.
sin* @ S 2cos 0—1—80059

Bara konstanten ger ett nollskilt bidrag till integralen av symmetriskéal. Slutligen &ar kur-

. . 3 _ 3
vintegralen lika med —2 x =£f = —<F.

Losning (b): For att kunna tillimpa Greens sats direkt maste vi ha ett slutet omrade
och integrera &ver dess rand moturs. Sa vi véljer den slutna halvskivan R vars rand dR
bestar av halvcirkeln, orienterad moturs, plus rakstréckan fran (—1,0) till (1,0). Greens
sats séager att

jf F-dr:// (an—m>dxdy:3//(x2+y2)dxdy.
SR =\ Oz 0Oy R

Vi byter till poldra koordinater och far

™ 1
3/ dﬁ/ r2(rdr) = 3—7T
0 0 4

Sa kurvintegralen 6ver R dr ocksa %”. Notera dock att bidraget fran rakstréckan (—1,0) —

(1,0) &r noll ty dér &r x = dy = 0. Det betyder att ‘?Qf ar lika med kurvintegralen over

halvcirkeln orienterad moturs, sa medurs blir det —?jf i stéllet, v.s.v.

. Lat R vara omradet som ligger inuti bade enhetsklotet 2 + y? + 22 < 1 och halvkonen
z > 4/3(x? + y?).

(a) Bestiam flodet av vektorfiltet F = (22 + y?)i + (v% + 22)j + (22 + 22k ut ur R.

(b) Berékna medelvirdet av z-koordinaten (dvs funktionen f(z,y, z) = z) pa omradet R.

Losning (a): Det ér enklast att anvénda divergenssatsen

//mFoNdS—///RVoFdV.

Vihar VoF = 2(z+y+ z). Omradet R dr symmetriskt kring bade x = 0 och y = 0 sa bara
z-termen ger ett nollskilt bidrag till flsdet, dvs 2 [[[, zdV. Omradet R parametriseras
lattast med sfiriska koordinater:

0<p<1, 0<O<2r, 0<¢<tan"*(1/V3)=n/6.

Sa flodet &r
2 pm/6 pl 2m /6 1 1
2/ / / (pcosqb)(p281n¢dpd¢d9):2/ dﬁ/ cosgi)singbdgb/ p3dp:2><27r><§><
0 0 0 0 0 0

Loésning (b): Medelvirdet av f(z,y, z) = z pa omradet R ges av formeln

J[JrzdV
Jrdv

Téljaren far vi direkt fran del (a), den &r 7/16. Pa samma vis &r ndmnaren lika med

e

0| 3

27 7T/6 1 o 71'/6 1 B
/ / / P2Sin¢dﬂd¢d9—2/ d9/ sin¢d¢/ pPdp=2mx [1- V3) 1 (2-v3r
0 0 0 0 0 0 2 3 3

/16 o 3
(2—V3)n/3 ~ 16(2—v3)"

Sa medelvardet av z-koordinaten &r



