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Examinator: Dennis Eriksson, Matematiska vetenskaper, Chalmers
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Hjilpmedel: bifogat formelblad, ej rdknedosa

Tentamen pa kursen bestar av tre delar; del 1 och del 2 av godkéntdelen samt &verbetygsdelen. Denna deltenta
tiacker endast den forsta av dessa tre delar. For godkidnt pa tentamen som helhet krivs antingen 25 podng pa
godkéntdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna dr godkédnda var for sig. For godként pa del 1 kravs
minst 10 poéng, for godkint pa del 2 kridvs 13 podng. Erhallen podng pa nagon av delarna far erséitta podng
pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nista lasar. For godkdant pa kursen skall ocksa Matlab-
momentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42 podng sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas i samband med undervisningen senast tre veckor efter tentamenstillfillet.

Godkintdelen, del 1
se uppgift 1 och 2 pa nista blad

Godkéntdelen, del 2
se uppgift 3,4 och 5 pa blad tre

Overbetygsdelen
Se sista bladet.

Lycka till!
Dennis Eriksson
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Trigonometri.

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)
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Anonym kod sid.nummer | Podng
MVEO085 Flervariabelanalys 2014-10-30
Godkéntdelen: del 1
1. Till nedanstaende deluppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestdm riktningsderivatan D, f av funktionen f(z,y) = 23 + 32y? — y* i punkten
(1,1) och riktningen u = %i + %j. (2p)
Losning:V f = (fz, fy) = (322 + 3y?, 6zy — 4y3) s& Vf(1, 1) = (6, 2). Sedan har vi
2 1 14
D,f=Vfu=06,2)-|—=, —=)=—.
S == 00 (G 2) =
D 22 ¥ o
(b) Uttryck %f(x, y) och %f(a:, y) 1 termer av de partiella derivatorna till f(x,y), dér
r=e’y=s (3p)

Losning:Enligt kedjeregeln &r
of Ofdx _0fdy

9s " 0w0s Toyos T T
Sedan ar
0% f o (0f 0, 0 0
952~ D8 <8s> = %(6 fot+(28)fy) = %(6 fz) + %(QSfy)- (1)
Enligt produktregeln och kedjeregeln &r
0
%(esfm) = esfac + es(fmzes + fxy(Qs)) = esfx + GQSfmc + 25€8f:vy (2)
och pa liknande vis &r
0 s
—(2sfy) = 2fy + 25(faye® + fyy(25)) = 2fy + 2s€® fry + 432fyy. (3)
Js

Inséttning av (3) och (2) in i (1) ger slutligen att

82
(978'5 =e’fr + 2fy + €2Sfx:p + 45€szy + 452fyy-



(c) Lat F : R? — R? vara given av F(z,y, 2) = (22 4+ yz, 2% — €%, 2y2?). Bestdm Jacobi-
matrisen till F i punkten (0, 1, 1) och anvénd den for att bestdmma ett approximativt
viirde till F(0.01,0.99,1.02).

Losning: Vi har

oOFy  O0F1 O

2 B &% 2z Y
OF3 853 OF3 0 252 4y =~

Ox Oy 0z
sa i punkten (0, 1, 1) géller

0 11
DF(0,1,1)=| -1 0 2
0 2 4

Vi har F(0, 1, 1) = (1, 0, 2) sa approximationen lyder

1 0 1 1 0.01 1.01
F(0.01,0.99,1.02)~ | 0 |+ -1 0 2 —-0.01 | =1 0.03
2 0 2 4 0.02 2.06

Till foljande uppgift skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(x,y,2) = 23 + 2y3 + 423

(a) Med hjilp av Lagranges multiplikatormetod, bestdm storsta och minsta véirde av f
pa sfiren 22 + 32 + 22 = 21.

(b) Bestédm ekvationen till tangentplanet till nivaytan f(x,y,z) = 7 i punkten (1,1, 1).

Losning: (a): Vi soker extremvirdena till f(z, y, z) med bivillkoret g(z, y, z) = 0 dér
g(z, y, z) = x? + y% + 22 — 21. Lagranges metod ger ekvationerna

of _ | 9y 2 _
of | 0g 2 _
3y A By = 6y” = A\(2y),
of _ | 9g 2 _

Fran dessa hérleder vi flera fall: A = 0 och x = y = z = 0, som inte uppfyller g(0,0,0) = 0.
Sen far man gora en koll med flera fall, huruvida nagot av x, y eller z dr 0 (som alla uppfyl-
ler de respektive ekvationerna som involverar dessa variabler). Det inses att x = y = 0 ger
storsta losningen i vilket fall bivillkoret ger att 02402422 = 21 och z = £1/21. Sa vi har tva
kritiska punkter, +(0, 0, v/21). Det &r klart att det storsta virdet dr £(0, 0, v/21) = 4\/ﬁ3
och det minsta &r f(0, 0, —\/ﬁ) = —4\/2TS.

(b): En normal till tangentplanet ges av

n=Vf=(fo fy f-) = (322, 62, 1222) 2V

Tangentplanets ekvation lyder

(3, 6, 12).

n-(r—x0,y—v,2—2)=0=3,6,12)- (z—-1,y—1,2—1)=0=---=>x+2y+42="1.
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Poéng

Godkiantdelen: del 2

Till tva féljande uppgifter skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skriv-

papper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

3. Berédkna fc y?dx + xdy 6ver randen C, med moturs orientering, till hogra halvan av disken
med centrum i origo och med radie 1, dvs. randen till omradet 22 4+ y? < 1,z > 0, genom

att

(a) parametrisera randen och rikna ut kurvintegralen.

(b) anvinda Greens sats.

Lo6sning (a): Vi delar upp randen i tva delar, C; och Ca, dér C; dr hogra halvan av
enhetscirkeln, orienterad moturs, och Co &r rakstrickan fran (0, 1) till (0, —1). Pa Cy
har vi x = dx = 0 sa kurvintegralen langs Cy &r noll. Fér C; har vi parametriseringen
x = cost, y =sint, —5 <t < 7. Saledes &r

w/2 /2 /2
fgf de +xdy = / (sin?t)(—sintdt) + (cost)(costdt) = —/ sin® ¢ dt + /
C —7/2 —7/2 —7/2

Den forsta integralen &r noll ty integranden &r en udda funktion av t. Fér den andra
substituerar vi cos?t = (1 + cos2t) och far sdsmaningom att integralen blir /2.

cos? t dt.

SVAR: /2.

(b): Kurvintegralen &r §,F - dr med F = (F|, F3) = (y%, ). Enligt Greens sats

har vi

oF, OF,
F-dr_// (—) dx d _// 1 —2y)dzxdy,
}Ig Sy Yy D( y) dz dy

dér D &r hogra halvan av enhetsskivan. Omradet D #r symmetrisk kring y = 0 sa

integralen av —2y blir noll. S& vi har kvar endast [[,, 1dxzdy = Area(D) = 7 /2.

4. Betrakta sfiren 22 4+ y? 4+ 22 = a? och halvkonen z = /22 + 12.

(a) Berékna arean av den del av sfiren som ligger innanfér halvkonen.

(2p)

(b) Beriikna flodet in genom det omrade som begrinsas av sfiren och konen av vektor-

faltet 5
F(z,y,2) = (xy* + % + e¥* z1nz + y22, xz + sin(zy)).

(3p)

Losning (a): P& sfiren har vi att areaelementet #r dS = a®sin ¢ d¢ df. Omradet som

begrénsas av halvkonen ges av 0 < ¢ < 7, 0 < 0 < 2. Saledes &r dess area

//dS /%/ a’sinpdpdd = --- = a*>V2(V2 — 1) .

(b): Vi anvinder Gauss divergenssats. Vi har

V-F=0l+a)+2+z=(2+y>+2%) +u

Omradet dr symmetriskt kring z-axeln sa integralen av x kommer att vara noll. Sedan

byter vi till sfariska koordinater och far att flodet ut blir

// V-FdV = /// 224y +2%)dV = /%/M/ (p®sinp dp dp db) =

PVIVI-1)

5

.




5. Till nedanstaende deluppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Berdkna [[}, 1 cos(¥)dA 6ver omradet D i planet som begréiinsas av y = x och y = 22.

(3p)
Losning: Kurvorna skir varandra i (0, 0) och (1, 1). Det &r nodvéndigt att forst
integrera m.a.p. y. Saledes far vi
1 T 1
1 1
/ dm/ cos (y) dy:/ —dx {x-sin(gﬂx =
0o X 2 T 0o T T 2
1
= / (sinl —sinx) dx = [(sin 1)x + cosz]y = (sinl+cos1) — (04 1) =sin1+cos1 — 1.
0
S - Ot
(b) Bestim A sd att F = (223, 2y23, 6222 + Ay?2?) blir virvelfritt, och ta fram en potential
till detta F. (3p)

Losning: Losning: F ar virvelfritt om och endast om V x F = 0. Vi har

i k
o) o) o)
223

0z
223 6xz? + Ay?2?
o= (24y2° — 6yz3, 622 — 622, 0 — 0) = (2(A — 3)yz>, 0, 0)

s& V x F = 0 om och endast om A = 3. Sedan hittar vi en potential genom att
integrera:

¢ = /F1 dr = 222° + Cy(y, 2),
o= /F2 dy = y*23 + Ca(x, 2),
¢ = /F3 dz = 222° + y*2° + Cs3(z, y).
Dessa tre uttryck for ¢ blir konsekventa med varandra om vi véljer

oz, y, 2) = 223 + y?2° + C.



(c) Berikna genom att sitta upp och rikna ut en upprepad trippelintegral volymen till
den tetraeder som &r begrinad av: de positiva z, y, z-axlarna och z+y+2z = 4. (OBS:
enbart referens till kiind formel ger inga poéng).

Losning: Volymen ges av

4—x 4—x—y 4 4—x
/d:n/ dy/ dz—/ dx (4—x—y)dy =
0 0
4 4,2
:/ dw[( —x)y—] :/ (7 - Sl 22'
0 2 0 0 0 2 3

(2p)
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Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka podng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av foljande uppgifter
kan podng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for poéng pa uppgift att man

redovisat en fullstéindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.
. En kurva ligger pa snittet mellan z? 4 y? + 22 = 1 och 22 + 222 = 1.

(a) Parametrisera kurvan i férsta oktanten.

(b) Beriikna lingden av hela kurvan.

Loésning: (a) I forsta oktanten &r x,y,z > 0. Vi parametriserar forst 22 + 222 = 1 som
r = cost,z = % sin(t), och det foljer fran ekvationerna att y? = 22 sd y = £2 = 2z =
% sin(t). Har ar 0 <t < 7/2.

(b) Léngden #r 8 ganger lingden av kurvan i férsta oktanten. Den ridknas ut som

/2 /4 1 1 /2
/ dS:/ (—sint)2+cos2t+0052tdt:/ dt =m/2.

Alltsa &r langden 4.

. Ett vektorfilt ges av F(z,y) =i+ (z + y)j.
(a) Skissa vektorfilten i planet.

(b) Los féltlinjesekvationerna till F och rita ut en (ungefirlig) filtlinje.

Losning: (a) Se sista sidan for en ungefirlig skiss, och ténkt speciellt pa att ldngs linjen
x+y=Csair F(z,y) =i+ Cj.
(b) Faltlinjesekvationerna siger att %"’3 = %, dvs.

1 2

dr  dy

1 z+y
Fran detta far vi dy = (z + y)dz, sa % = y 4 x. Detta &r en icke-homogen differential-
ekvation som har partikulérlosning y, = —x — 1, och homogen l6sning y;, = Ae®. Den

allménna 16sningen ges alltsa av y = y, +yp = Ae” —x — 1. Se ocksa sista sidan dér jag
har plottat A =0 och A = 1.

(a) Formulera Stokes sats.

(b) Betrakta tva linjer som korsar varandra i rymden som pa i Figur, t.ex. z +y =
0,z = 0 och x —y = 0,z = 0. Vi har ocksa sex stycken (enkelt slutna) kurvor
C1,C5,C3,Cy4,C5,Cg som pa bilden med angiven orientering. Lat vidare F vara ett
vektorfilt som #r definierat utanfor linjerna, sa att curl F = 0 utanfor linjerna. Vi ar
givna att fCl Fedr =3, f02 Fedr =5, f05 Fedr = 7. Bestdm de tre arbetsintegralerna
ng F e dr, fc4 F e dr och fCa Fedr.

Losning: (a) Se boken, kapitel 16.5, Theorem 10.
(b) Vi vet att om vi har en yta S med rand R, dér F dr definierad (eller definierad i en

omgivning), sa ar
// curl F ¢ NdS = / F o dr.
S R

Eftersom nu curl &r noll, sa forsvinner integralen. Eftersom vi krdver att F dr definierad
pa ytan S kan ytan inte ga genom linjerna. I fallet med C3 kan vi a andra sidan fylla i

(2p)

(4p)




med en yta S som Cj fr randen till, si sz T e dr = 0. Vi hittar ocksa tva nya ytor Sy och
Sy genom att gira byxor som pd bild. Da ser vi att, om vi har rétt orienteringar:

/ Fodr—i—f Fodr-{-/ Fedr=20
— —y . Cy

g8 fc F e dr = 8. PA samma sétt far vi
4

/ FOdr+f FOdr—l—f Fedr=20
—Cy (s Cs

SﬁfCGchrIS-I-?ilS.
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