Lite om kombinatoriska spel for kursen mve070, V12014

For att illustrera vissa teoretiska moment fran kursboken “Algebra och Diskret Matematik” kommer
vi att spela nagra enkla 2-personers kombinatoriska spel. Dessa spel har med logik, mingdlara,
funktioner, induktion och delbarhet att gora, sa de exemplifierar kursen bra. Nir man spelar kanske
man forst inte tinker pa hur matematiska spelen faktiskt &r, eftersom de fungerar som de flesta
andra spel; det géller att vinna, “att komma forst i mal”. Spelen gér ofta under samlingsnamnet
“Nim-spel” (nim betyder “tag”, som 1 att “ta bort ndgot”, pa tyska), men kallas ibland dven
”Subtraktionsspel”. Dessa spel dr vildigt gamla. Man vet till exempel att de spelades i gamla Kina
for flera tusen &r sedan.

1))

2)

Subtraktionsspelet “21”: Négra av er har kanske redan som barn spelat detta spel och vet
hur man gor for att vinna; berétta i sd fall inte for kompisarna! Man spelar antingen med
penna och papper, eller med en hog med mynt, tindstickor eller liknande. Reglerna ar enkla:
tvd spelare turas om att ta bort antingen en eller tvd tindstickor fran en hég, som vid
spelets borjan har 21 stickor. Den som inte kan dra (pd grund av att stickorna dr slut)
forlorar. For enkelhetens skull doper vi spelarna till ”Spelare 1”” och ”Spelare 2”, dér sa klart
Spelare 1 borjar. Fragan dr hur man spelar som bast. Kan man rikna ut vem som kommer att
vinna redan innan fOrsta draget? Gar det kanske till och med att bevisa matematiskt vad en
vinnande strategi &r? Om man spelar med penna och papper, sa skriver man forst talet 21
och den som drar forsta draget kan alltsa vdlja mellan att subtrahera 1 eller 2 fran det givna
talet, det vill séga 1 forsta draget stryker Spelare 1 talet 21 och skriver istéllet 19 eller 20.
Spelet fortsétter pd samma sétt tills en av spelarna nir ”0”. Som ni forstar ar talet 21 bara
valt pd méfa; man kan lika girna vilja att borja frdn ndgot annat icke-negativt heltal, som till
exempel 12 eller 1727. Fragan &r i allménhet: vilka startpositioner ér sdkra for Spelare 27
Finns det ens sddana ”sékra positioner”, varifran men pa forhand vet att Spelare 1 bara har
déliga drag?

Det “klassiska Nim-spelet”: Ofta kallas spelet bara for “Nim” for reglerna ar sd oerhort
enkla. Man kan spela pa valfritt antal hogar, med givet antal tindstickor i1 varje hog.
Reglerna dr likadana oberoende av antalet hdgar: de tvd spelarna turas om att ta ett valfritt
antal tindstickor fran exakt en hég, som minst en sticka och som mest en hel hég. Spelet
slutar ndr sista stickan dr dragen och den som inte kan dra har forlorat. Den matematiska
teorin runt detta spel, som dr grundldggande for ménga andra liknande spel, upptacktes forst
ar 1902, av Bouton. (Om det finns intresse kan jag lite senare beskriva teorin i relativt stora
drag, men det kommer inte ingé 1 examination av kursen.) Det ni ska gora dr att spela
spelet, forst pa en hog med tdndstickor, sedan med nagra enkla konfigurationer av tva hogar
(se bildexempel nedan) och till sist pa tre hégar. Om man forstir hur man kan vinna spelet
pa tre hogar sé dr man faktiskt inte langt ifrén att forsta den grundléggande teorin for alla s
kallade “icke-partiska” spel. (Detta var en stor upptickt pa 1930-talet, men teorin &r faktiskt
inte jatte-svar, dven om den stricker sig en bit utanfor denna kurs.) Det finns &dven “partiska”
kombinatoriska spel; det vanligaste dr nog Schack, som spelas i ménga varianter varlden
runt. Vad betyder termen “icke-partisk™ tror du? Forsok beskriva denna grundléggande
skillnad mellan Schack och Nim med négra fa ord! (Teorin for partiska spel uppticktens
faktiskt inte forrédn pa 1970-talet av Conway; den dr mycket mer avancerad én for icke-
partiska spel.) Bilden nedan beskriver positionen (3, 2) for Nim pa tvd hogar. Vem vinner
detta spel? Spelare 1 kan alltsa vilja att flytta till ndgon av positionerna (2, 2), (1, 2), (0, 2),
(3, 1) eller (3, 0) . Ar nagon av dessa ett bittre val én de andra?




Utforande: I den hir mer praktiska/experimentella delen av kursen ska ni alltsa fundera pa dessa
spel, spela dem med varandra tills ni forstar 16sningarna, eller om ni hellre vill det, 16sa dem pé
annat sitt.

Man letar efter mdjliga monster bland de ’sdkra positionerna”. Den spelare som flyttar till
en “siker position” kan ocksa garantera slutgiltig vinst! Ar detta ett sant pastdende? Varfor?
Nér man tror sig ha hittat ett monster, sa géller det att forsoka forsta det, det vill sdga att
hitta en vattentét forklaring (ett bevis) till varfor det ar korrekt. Det dr hdr man har nytta av
kunskaper i logik, méngdldra, funktioner, rekursion med mera. (De som kan och vill far
dven gérna anvanda datorprogrammering i valfritt programmeringssprak for att uppticka
monster, men det kommer inte att krdvas i kursen.)

Nir ni har 16st ndgot av de ovanstaende spelen vill jag att ni sjdlva funderar pa enkla
variationer, ser hur de fungerar spelméssigt och om det gér att férklara vem som vinner och
hur. Jag uppskattar alltid frdgor och funderingar runt dessa fragor.

Nér ni jobbat lite med allt detta vill jag att ni ldmnar in en kort redogorelse av vad ni kommit
fram till, gruppvis till mig. Gruppindelning véljer ni sjidlva, men jag rekommenderar ungefar
4 deltagare 1 varje grupp. Ni behéller gidrna gruppindelningen under hela kursens gang.
(Eventuellt kan vi byta indelningar efter forsta duggan. Det bestimmer vi senare.) Duggorna
(se hemsidan) kan med fordel dven innehélla speluppgifter. Vi anvinder matematik for att
forstéa spel och spel for att forstd matematik.

Det finns fler kombinatoriska spel och varianter som vi kan ta upp under kursens gang, men
de tva jag beskriver hér dr grundldggande for denna del av kursen. Ett forslag till variation
for 7217-spelet ar att man dven fér ta bort tre stickor om man vill. Vem vinner dé frén 21?
Hur? Jag har fler varianter, men vintar med att foresla, tills jag ser vilka forslag ni har.

Jag kommer sa klart att finnas tillgdnglig for diskussioner pa foreldsningar och lektionstid. Utanfor
schemalagd tid kan ni dven kolla om jag &r pd kontoret i Jupiter, vdning 4 (mitt namn vid dorren).
Om jag ir pa kontoret svarar jag girna pé fragor! Jag kommer att ha ett par moten med
kursrepresentanter efter de forsta veckorna.

Lycka till, Urban Larsson (kursansvarig)



