Négra fler kombinatoriska spel for kursen mve070, VI2014

Har dr ndgra fler 2-personers (icke-partiska) kombinatoriska spel, med anknytning till kursen. Jag
avslgjar inte namnen pa alla spelen, eftersom tanken &r att spela dem tills man borjar forsta vilka
monster de sdkra positionerna satisfierar. Nir man tycker sig ha upptiackt ndgot monster, vill man
gérna hitta ett bra argument for om det héller; ett bevis. Om inte det gér, har man nog gissat fel
monster. Alla spelen ar “icke-partiska” 1 den mening att spelarna foljer exakt samma regler (de ar
vildigt “partiska” 1 den mening att endast en av spelarna har en bra vinnande strategi).

“Chomp”: P4 tva foreldsningar fick vi prova spelet “Chomp”, dér tva spelare turas om att “4ta”
frén en chokladkaka genom att peka pa en bit och dta alla bitar upp-och-till-hoger om biten.
Nedersta biten till vénster dr “giftig” (eller atminstone oaptitlig), sa den spelare som tvingas dta den
forlorar. Vi visar, med hjilp av motbevis-metoden i Exempel 1.2.1 (nya upplagan), att Spelare 1
vinner fran rektanguldr kaka storre an 1x1 (Spelare 2 vinner sa klart frdn 1x1).

Bevis: Ldt universum vara alla mojliga spelpositioner i Chomp. Lat P(x) vara pdstdendet att x dr
rektanguldrt och Q(x) pastaendet att Spelare I vinner x. Vi ska forsoka hitta ett motbevis till Q(x),
givet P(x). Da antar vi att det finns x sadant att P(x) men inte Q(x). Det vill sdga, vi antar att det
finns ett rektangulart spelbrdde y varifran Spelare 1 inte kan vinna. Vi gor experimentet att Spelare
1 tar bort endast den oversta biten till héger, fran y, och kallar det nya brddet y'. Enligt var hypotes
dr detta inte ett vinnande drag. Dd maste Spelare 2 kunna hitta ett vinnande drag, frdn y', sdg till
v". Men vilket drag som helst som Spelare 2 kan géra, skulle ocksa Spelare 1 kunna gjort. Alltsa,
speciellt hade Spelare 1 ett vinnande drag till y" redan i sitt forsta drag, vilket motsdger utsagan
“P(y) men inte Q(y)”. Alltsa gdr det inte att hitta ett motexempel till P(x) medfor Q(x), sd Spelare 1
kan med sdkerhet vinna fran alla rektanguldra spelbrdden. Hur detta gar till I praktiken, fortdljer
inte historien. Beviset dr icke-kontruktivt och det finns (till min vetskap) dnnu inte ndgon kdnd
algoritm som snabbt kan rdkna ut ett vinnande drag for Spelare 1.

Spel A. Vi spelar med tva hogar av tdndstickor och reglerna dr som i det klassiska Nim-spelet (se
forra stencilen), fast spelaren som star 1 tur att dra, har dven alternativet att istéllet ta bort lika
manga stickor frin bagge hdgarna, som mest antalet i den mindre hogen. Forsok hitta ett monster pé
de sikra positionerna och beskriv dem matematiskt (rekursivt och/eller algebraiskt). Exempel: De
tva hogarna har 3 respektive 4 tindstickor, motsvarande position (3, 4). Spelare 1 kan nu dra som 1
Nim (till valfri position 1 midngden{(0,4), (1,4), (2,4), (3,0), (3,1), (3,2), (3,3)}) , men dven, genom
att ta lika ménga stickor fran varje hog, direkt till ndgon av positionerna (0,1), (1,2) eller (2,3).
Notera att positionen (2,3) kan nds pa tvd olika sétt (det spelar ju ingen roll vilken ordning hdgarna
ligger). Spelet kan med fordel spelas pa ett schackbrdde med endast en drottning som spelarna turas
om att flytta. Lista ut de exakta reglerna (se bild) och anviand det givna rutnitet for att rekursivt
beskriva alla sékra start-positioner (for Spelare 2).



Spel B (generalisering av subtraktions-spelet ”21” fran forsta stencilen). Detta dr egentligen en
hel spelfamilj och det géller att forsoka stélla en lamplig generell hypotes. Hur generaliserar vi
lampligen 72177 I detta spel géllde det ju att spelarna fick ta bort antingen 1 eller 2 tindstickor fran
en given hog. Nu kan man ju hitta pé ett nytt liknande subtraktions-spel, dir spelarna istéllet far ta
bort antingen 1, 2 eller 3 tdndstickor. Likasa, for givet positivt heltal k, ytterligare spel kan
definieras via regeln att spelaren som star 1 tur att dra, tar bort mellan 1 och k téndstickor. Vi kallar
detta spel k-subtraktions spelet; kan man hitta ett monster for alla sdkra startpositioner? Ge ett bevis
for din formodan. Ytterligare generalisering av dessa subtraktions-spel dr att ta en valfri dndlig
mingd med positiva heltal S och godkidnna subtraktion fran det givna talet (tdndstickshogen) om
och endast om det sker med tal frdn S; annars turas man om att spela som vanligt. Den som gor sista
subtraktionen vinner. Tillexempel kan vi ta midngden S={1, 4} och spela frdn 13. Vem vinner?
Spelare 1 far subtrahera antingen 1 eller 4 fran 13. Detta ger mojliga positioner efter forsta draget: 9
eller 12. Vilken ir béttre, om ndgon? Gar det att hitta ndgon allmén formel? Undersdk om det blir
periodiska monster i de sékra positionerna givet nadgra enkla dragméngder S. Still upp en allmin
hypotes och fundera pa hur ett bevis for din hypotes skulle kunna se ut.

Spel C. Detta spel borjar med en hog med tindstickor (tillexempel 23). I forsta draget tar Spelare 1
bort ett positivt antal x stickor, men inte hela hogen. I fortséttning far spelarna ta bort som minst en
sticka och som mest dubbelt s& manga som foregéende spelare tog bort, dvs i det hér fallet som
mest 2x stickor. Sista draget vinner. Vem vinner fran 23? Tillexempel om Spelare 1 tar bort 3
tandstickor, och hamnar pa 20, kan Spelare 2 i sitt forsta drag ga till ndgot valfritt antal, mellan 14
och 19 stickor. Fréan vilka startpositioner gar det att hitta en allmin formulering for hur man ska dra
for att vinna? En lite enklare fraga: vilka startpositioner &r sdkra? (En nagot enklare version av det
hér spelet dr att spelarna istéllet far ta bort som mest samma antal stickor som foregaende spelare
tog bort, dvs som mest x stickor. Vem vinner detta matematiska spel fran, sdg 23, och hur?)

Spel D. Detta spel borjar med ett par icke-negativa heltal, sidg (9, 20). Spelarna turas om att
subtrahera en multipel av det lilla talet fran det stora talet, med restriktionen att resten maste vara
ickenegativ. Den nya spelpositionen bestar av det ursprungligen minsta talet och resten. Exempel:
(9, 20) — (9, 11) 4r ett mojligt drag. Aven (9, 20) — (2, 9) 4r méjligt, men det finns inga fler drag
fran (9, 20). Finns det ndgon allmin regel for hur de sidkra positionerna ser ut (fran allmén
startposition)? Vilket drag &r béttre (om nagot) fran de bigge ndmnda?

Spel D. (Dubblerings-spelet). Detta tindsticks-spel spel ér lite mer avancerat an de forra.
Spelaren som stir i tur méiste annonsera sitt drag for nésta spelare, forst utan att dra. Nista
spelare har mojlighet att acceptera forslaget eller att dubblera det, innan han/hon drar. Den
som inte kan dubblera foregiende spelares drag, for att antalet tiindstickor skulle bli negativt,
vinner! Forsta draget ir valfritt. Man borjar med ett givet antal tindstickor, sdg 13. Spelare 1



annonserar att hon vill ta bort ett positivet antal stickor x, men forslagsvis som mest hélften av det
totala antalet, dvs som mest 6 stycken 1 det hér fallet. Spelare 2 viljer att flytta fran y = 13 —x eller
frany = 13 — 2x. Det vill sdga antingen sd accepterar man den forra spelarens drag eller sa
dubblerar man det, innan man drar. Det dr darfor den forra spelaren alltid vill ldmna som minst
hélften av stickorna pé bordet vid varje drag: man maste alltid erbjuda mojligheten att dubblera
motstandarens drag for att ha en chans att vinna. Spelet fortsétter pd samma sétt fran y, men nu dr
det Spelare 2 som annonserar att han vill ta bort ett visst antal (sdg z) stickor fran y, och Spelare 1
som vdljer om hon (innan sitt drag) vill dubblera Spelare 2's drag eller inte. Sista draget vinner.
Exempel: om x =6 ovan, sa far vi y =7 eller y =1. Det dr omojligt att flytta frdn y = 1 (varfor?).
Alltsé véljer Spelare 2 att flytta frdn y =7. Darifrdn gar det att ta bort som mest 3 stickor. Ség att
Spelare 2 1 detta ldge viljer att annonsera att han vill ta bort z = 2 stickor. D4 erbjuds Spelare 1 att
flytta fran ' = 5 eller y’ = 3. Bigge alternativen ger upphov till dragmojlighet. Vilket ar battre, om
ndgot? Vad uppfyller de sékra positionerna for regel i allménhet? (De motsvarar en klassisk sekvens
frén 1930-talet inom ett forskningsomrade som heter Kombinatorisk Talteori, ytterligare en
underavdelning till Diskret Matematik. Ledtrad: for att hitta sidkra positioner, skriv antalet stickor 1
hogen enligt bas 3 expansion. I bas 3 anvdnder man bara siffrorna 0,1 eller 2 for att representera
heltal. Tillexempel 8 i decimal form blir 22, vilket hér betyder 2*3”1 + 2*370.)

En allmiin friga om kombinatoriska spel. Hur dndrar sig de sdkra startpositionernas placeringar
om man gor sma dndringar i spelreglerna for ett givet spel? Tillexempel kan man ldgga till en sa
kallad “blockerande mandver”: den foregéende spelaren far blockera som mest ett av nista spelares
drag. Annars foljer spelet de géngse reglerna. Testa denna mandver pad Nim och nagon variant av
“21”. Fundera nagon lamplig liten dndring du sjélv hittar pa till ndgot spel och hur det pdverkar
monstren av vinnande positioner pa det ursprungliga. Hur éndras perioden pa subtraktions-spelet
S={1,4} ovan om man lagger till ytterligare ett tal i dragméngden (tillexempel ldgg till mdjligheten
att ta bort 2 stickor och spela istillet fran S'={1,2,4})? Nér dndras de sékra positionerna 6ver huvud
taget?

Lycka till, Urban (kursledare mve070, 2014)



