Facit till (")angstentamen i Diskret Matematik, MVE(070, 1p3, 13/14

1. Bestdm sanningshalten i utsagan
(=pVq) = (¢ Ap).

Rétt svar ges via sanningstabell.

Svar:

plq| | PVqg|qgAp | pVg—>qgADp
F|F| S S F F

F|S]| S S F F

S|F| F F F S

S|S| F S S S

Somliga ldrare 4r glada och alla studenter &r ldrare. Medfor detta att somliga studenter 4r glada? Nej, se bild
nedan till vénster! L=Lirare, S=Student, G=Glad. Medfor det att inga ldrare dr glada studenter? Nej, se bild till
hoger!

Vi ska hitta motbevis till bigge utsagorna. Vi avstar hir fran att infora ytterligare beteckningar (vilket dr en
mojlig vig att ga, ndr argumentet inte dr alltfor komplicerat):

Somliga ldrare dr glada Somliga ldrare dr glada
Alla studenter &r ldrare Alla studenter &r ldrare
Somliga studenter dr glada Inga ldrare dr glada studenter

Vi borjar med den vinstra. Om det inte finns glada studenter, sa later vi x student medfora x inte glad ldrare.
Da dr hypotes 2 sann. Vi later en ldrare som inte dr student vara glad. D4 &dr hypotes 1 sann. Vi har hittat ett
motbevis. For den hogra utsagan gor vi sa hér: om slutsatsen &r falsk, sa hittar vi en individ i det firgade i
Eulerdiagrammet. Det finns en ldrare som &r en glad student. Vi kan lata alla andra studenter vara ldrare, vilket
gor hypotes 2 sann. Hypotes 1 dr automatisk sann om slutsatsen &r falsk.




2. Ar det sant att tomma mingden #r element i alla miingder?
Svar: Nej, till exempel sa dr ingen méngd element i sig sjélv.

Vad blir potensmingden av méngden {1,2,4}?
Svar: {0, {1}, {2}, {4}, {1, 2}, {1,4},{2,4},{1,2,4}}.

Lat A = {a, b, c} och B = {a, d, e, f}. Hur manga element innehéller (AU B) \ (BN A)?
Svar: AUB = {a,b,c,d, e, f} och BN A = {a},sa|{b,c,d,e, f}| =5 ér ritt svar.

Ar|A\ B| > |B\ A|?
Svar: Nej eftersom 2 < 3.

Den kartesiska produkten A x B innehaller ett visst antal element: Hur manga?
Svar: 3 -4 = 12.

Ar relationen R pi A en partiell ordning om xRy betyder “z stir fore y" i alfabetet? Motivera ditt svar.

Svar: Det beror pa hur vi tolkar ordet “fére”. Om vi menar strikt fore, sa blir det ingen partiell ordning, eftersom
a inte dr relaterat till a, sa reflexiviteten spricker; men om vi tillater att a ir fore a, osv, sa dr det en partiell ord-
ning. Det &r i det senare fallet litt att kolla reflexivitet, antisymmetri och transitivitet.

3. Ar funktionen f : N — N, f(z) = 2% — 1 injektiv eller surjektiv (eller bigge), dirn € N = {0, 1,...}.
Svar: Eftersom vi har definierat funktionen pa de naturliga talen, s kommer inte alla naturliga tal att tréffas,
tillexempel f(x) # 4, for alla x. Dérfor dr funktionen inte surjektiv. Injektiviteten haller eftersom de negativa
talen inte ingar i definitionsméangden.

Hur blir det om istillet f : R — [—1,00), med samma definition av f? Svar: Nu blir funktionen surjektiv,
eftersom x = /y + 1 € R, for alla y i malmdngden [—1, 00). Men den blir inte injektiv eftersom tillexempel
2—-1=(-1)2-1=0€[-1,00).

4.Visa, med hjilp av induktion, i gdllande fall, att for allan € N,

I
_1 '

Svar: Vi utesluter forst de virden pa B, dir uttrycket till hoger inte kan gélla. Om B = 0, sa &r likheten
uppenbarligen falsk om A # 0. Om B = 1, sa dr summan till vinster lika med A(n + 1) och hogerledet dr
inte definierat. For alla andra A, B kan vi gora sa har. Basfallet dr nar n = 0. Da blir VL= A =HL. Antag att
uttrycket giller for ett fixt p = n € N. Vi ska visa att det giller dven for p + 1. Vi har fran induktionshypotesen
att

p+1

B Pl
ZA B'=A——— Ly apen

ABP+1 — 1+ BPTY(B -1)
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=A

vilket skulle visas.



Hur definierar man en geometrisk och en aritmetisk summa? Svar: Summan » " , a; dr aritmetisk om, for alla
i, a;+1 — a; = C dr en reell konstant. Summan ir geometrisk om for alla i, a;+1/a; = C' &r en reell konstant.

Berikna summan 5 + 7 + 9 + ... 4+ 47 med hjilp av en limplig formel. Hur ménga termer har den? Ar
den geometrisk eller aritmetisk? En 1dmplig formel i sammanhanget dr den for aritmetisk summa, vilken ger
5(n+1)+ 2%. Men vi behover ta reda pa n. Subtrahera 5 fran 47 och dela med 2 ger att n = 21. Darfor
ar var summa 5 - 22 4 2212&, vilket efter forenkling blir 26 - 22 = 520 + 52 = 572.

5. Vi studerar en rekursivt definierad funktion: Lat f(1) = 1 ochomn > 1,

_
1+ f(n)

Ardetsantatt 0 < f(n) <1, forallan € Z, ? Basfallet stimmer ju sdklart, men hur gér man resten av beviset
med hjélp av induktion? Svar: Induktionshypotesen ér att 0 < f(n) < 1 for ett fixt positivt heltal n. Detta ger

direkt att
/1 / /
— < f 1)
0< 1+1_ ne 1+f 1+ -

6. Lisa utmanar Kalle pa ett parti Nim. Hon foreslar att Kalle borjar flytta fran positionen (7, 4, 3), tre hogar,
med respektive 7, 4 och 3 tidndstickor. Reglerna &r ju som foljer: man turas om att ta bort ett valfritt antal stickor
fran en valfri hog, som minst en sticka och som mest en hel hog. Den som inte kan dra forlorar. Vem vinner vid
perfekt spel? Motivera ditt svar.

Svar: Nim-summan av de tre hogarna blir 0: 7644 3 = 1115 ¢ 1002 ¢ 0115 = 0. Dérfor kan inte Kalle vinna
om han borjar och om Lisa spelar perfekt.

fnt1) =

Kalle kontrar och foreslar att de fran samma spelposition istillet spelar spelet “21”, men nu som en summa av
tre “21-spel”. Han tror att han har storre chans att vinna detta, om han nu maste borja fran positionen (7,4, 3).
I spelet “21” far man ta en eller tva stickor fran exakt en hog, och ingenting annat; sista draget vinner. Bevisa
eller motbevisa Kalles formodan. Svar: Hir 4r situationen lite annorlunda eftersom vi maste ridkna i de ekviva-
lensklasser som uppstar i “21”: 7 =91 1,4 =21 1 och 3 =23 0. Vi fér att Nim-summan av hégarna blir 0 dven i
detta fallet och Kalle kan alltsa inte vinna om han borjar.

Vad menar man med uttrycket en “summa av spel”? Svar: En summa av spel brukar betyda att man spelar i
exakt en spel-komponent at gangen, givet de vanliga spelreglerna i varje spelkomponent. Att man kallar det
“summa” beror pa att man kan fa ut virdefull information genom att rikna ut Nim-vérdet av varje komponent
och sedan utfora bitvis XOR-addition pa bas-2 utvecklingen av de respektive Nim-virdena.

7. Euklides algoritm anvénds for att ta reda pa storsta gemensamma delare till tva heltal. Definiera begreppet
“storsta gemensamma delare”.
Svar: Lat a,b € Z. Da dr sgd(a, b) det storsta heltal som delar bade a och b.

Berikna sgd (252, 98) med hjilp av Euklides algoritm. Svar:

252 = 2 - 98 + 56
98 = 1- 56 + 42
56 =1-42 + 14
42 =314,



sa sgd(252,98) = 14.

Primtalsfaktorisering &r unik (bortsett fran ordingen). Verifiera din “sgd”-berikning, genom att primtalsfakto-
risera talen 252 och 98.
Svar: 252 = 2126 = 22 .63 = 22 .32 .7 och 98 = 2 - 49 = 2 - 72, Frin denna berikning ser man att 2 - 7 ér

talens storsta gemensamma delare.

8. Lisa vill handla frukt for exakt 45 kronor: bananerna kostar 7 kronor och dpplena 6 kronor stycket. Hur
manga koper hon av varje sort? Kalle sdger att det inte gar att veta med bestdmdhet, och kanske gér det inte ens
jamt ut. Lisa sdger att det gar det visst det och det finns bara en méjlig 16sning. Hur kan hon veta det?

Svar: 1 = sgd(6,7) | 45, sa det finns o@ndligt manga 16sningar till heltalsekvationen 7z + 6y = 45. Att det
finns exakt 1 16sning beror pa att (xq, yo) = (3,4) dr en 16sning och (x,y) = (3 4+ 6n,4 — Tn), n € Z ir alla

16sningar. Om n # 0, blir antingen x eller y negativt.

9. Still upp additions- och gangertabellerna modulo 6 och hitta alla inverterbara element i (4, Zg) och (-, Zg).

Ge deras respektive inverser med hjélp av tabellerna.

Svar:
(+,Z¢) |0 |12 3|45
0 012|345
1 112341510
2 2134|5101
3 31415(0(|1|2
4 415]0(1]2]3
5 51012134

(WZg) JO[ 12345
0 |0[0][0][0][0]0
1 [0[1[2[3]4]5
2 |o0(2(4]0]2]4
3 [0(3[(0(3[0]3
4 Jol4[2]0]4]2
5 [0[5[4[3]2]1

Endast 1 och 5 har multiplikativ inversi Zg : 17! = 1 och 57! = 5.

Alla element i Zg har additiv invers: —0 =0,—-1=5,-2=4,-3=3,—-4=2,-5=1.

Gar det att 16sa ekvationen 3x = 4 mod 6? Svar: Nej, man ldser av i tabellen att ingen multipel av 3 blir 4

modulo 6.

Hur dr det med 5z = 4 mod 6? Svar: Ja, hir gar det bittre. man ldser av i tabellen att 5 - 2 = 4 mod 6, och

man ser att x = 2 mod 6 dr den enda 16sningen.

Vad betyder egentligen beteckningen [1]g? Svar: Man menar hela mingden {.. .,
hela ekvivalensklassen av tal som har rest 1 modulo 6.

—5,1,7,...}, det vill sidga

Vad blir [3]3? Svar: Vi anvinder oss av regeln [3]3 = [3%] Eftersom 3? = 3 i Zg, 4 blir dven 3° = 3.



