Facit till tentamen i Diskret Matematik, MVE(070, 13/14

2014-08-18 kl. 8.30-12.30

1a) Beskriv utsagan —(p V q) — (¢ A p) med hjilp av en sanningstabell. Ar den en tautologi? (2p)
Svar: Nej.
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b) Betrakta foljande hypoteser. Somliga ldrare dr unga och alla studenter dr larare. (4p)

Medfor detta att somliga studenter dr unga?
Borja med att rita Eulerdiagram och bevisa sedan med hjilp av predikatlogik.

Vi har foljande utsaga:

Somliga ldrare 4r unga
Alla studenter &r ldrare
Somliga studenter dr unga

Vi letar motbevis, och antar darfor att alla studenter dr gamla. Vi later en ldrare vara ung (blatt i figuren), vilket
gor den forsta hypotesen sann. Vi later alla (dessa gamla) studenter vara ldrare (gront i figuren), vilket gor andra
hypotesen sann. Motbeviset dr klart. Man kan alltsa inte dra slutsatsen att somliga studenter 4dr unga, ur de givna
hypoteserna.

2)Lat A= {a,d,f, g, h} och B = {a,c,e, f, h}. Pa a) och b) kriivs bara svar.

a) Ar tomma mingden element i nigon miingd? Svar: Ja. (1p)
b) Ar tomma mingden delmingd i nigon miingd? Svar: Ja. (1p)
¢) Hur ménga element innehaller (AU B) \ (BN A)? (2p)

Svar: 4, eftersom den sokta médngden ir {c, d, e, g}.
d) Hur manga element innehaller den kartesiska produkten A x B? 2p)



Svar: 5 - 5 = 25, det vill siga antalet element i méngden av alla ordnade par (z,y), x € Aochy € B.

¢) Hur manga delmingder har den kartesiska produkten A x B? 2p)
Svar: 214%Bl = 925 Antalet #r detsamma som antalet binira (0-1) striingar med exakt 25 symboler. Tink,
element nummer ¢ &r med om och endast om ite symbolen dr en 1a.

JHLatf: NN, f(z) =22 -2 +2.

a) Ar f injektiv eller surjektiv eller bddadera? 3p)
Svar: Eftersom vi har definierat funktionen pa de naturliga talen, s kommer inte alla naturliga tal att triffas;
tillexempel ér f(x) jimn, for alla z. Déarfor ar funktionen inte surjektiv. Injektiviteten haller, eftersom de nega-
tiva talen inte ingar i definitionsméngden, sa funktionen &r strikt vixande.

b) Samma fragor som i a), men om istillet f : R — [0, 00), och i 6vrigt med samma definition av f? 3p)
Svar: Nu blir funktionen varken surjektiv eller injektiv. Talet O tréffas aldrig (eftersom min{f(x)} = 7/4),
vilket ger icke-surjektiv. Tillexempel f(—1) = f(0) = 2, vilket ger icke-injektiv.

4) a) Hur definierar man en aritmetisk summa? Skriv en lamplig formel for att berdkna den. 3p)
Svar: Summan S,, = )" a; dr aritmetisk om, for alla 4, a; 11 — a; = C ir en reell konstant. Lat a; = A+ Bi.
Dé blir S, = A(n + 1) + B2,

b) Berdkna summan (3p)

24+ 7T+12+ ... 457

med hjilp av formeln i a). Hur manga termer har den? Svar: Summan &r aritmetisk, vilken ger 2(n + 1) +
5%. Men vi behover ta reda pa n. Subtrahera 2 fran 57 och dela med 5 ger att n = 11, sa den har 12 termer.
(Vi borjar ju med Ote termen.) Dérfor dr var summa 2 - 12 + 5%, vilket blir 24 + 55 - 6 = 354.

5) Lat A, B € R. Visa med hjilp av induktion att

n
1
ZA+Bk:A(n+1)+Bn(n;),
k=0
forallan € Z. (6p)
Svar: Basfall: 22:0(/1 + Bk) = A= A(0+ 1) + B - 0. Antag, som induktionshypotes, att

- 1
ZA+Bk_A(n+1)+Bn(nQ+),

k=0

for givet n > 0. Induktionshypotesen ger

n+1 (7’L+ 1)

S A+ Bk= (A(n+1)+B” > >+(A+B(n+1))
k=0

2 2
(n+1)(n+2)
2 )

:A(n+2)+3<"("+1) +2(n+1)>

=An+2)+B

vilket skulle visas.




6) a) I ett parti Nim foreslar Lisa att Kalle borjar flytta fran positionen (9, 9, 4), tre hogar med

vardera 9, 9 och 4 tindstickor. Reglerna #r: man turas om att ta bort ett valfritt antal stickor fran

en valfri hog, som minst en och som mest en hel hog. Den som inte kan dra forlorar. Kan Lisa vara

siker pa att vinna? Bp)
Svar: Nej. Nim-summan av de tre hogarna blir4: 94 9@ 4 = 10013 4 10012 ¢ 1002 = 4. Dérfor kan inte Lisa
vinna om Kalle borjar och spelar perfekt. (Kalle ska borja med att ta bort 4 tiandstickor fran den minsta hogen).
b) Kalle foreslar att fran samma spelposition istillet spela spelet “21”, men nu som

en summa av tre “21-spel”. Han pastar att han har ett vinnande drag om han fér borja fran positionen (9,9, 4).
I spelet “21” turas man om att ta en eller tva stickor fran exakt en hdg i taget; sista draget

vinner. Forklara Kalles pastaende utan att géra nagra berdkningar. Gp)
Svar: Nim-virdet av de tva hogsta hogarna dr samma, sa de paverkar inte resonemanget. Den minsta hogen har
Nim-virdet 1 i spelet “21". Dérfor vinner Kalle genom att ta bort en sticka fran den minsta hogen.

7) a) Lisa handlar frukt f6r 46 kronor, bananerna kostar 8 kronor och mandarinerna 6 kronor styck. 3p)
Hur manga kdper hon av varje sort? Hur manga 16sningar finns det (dr svaret entydigt)?

Svar: 2 = sgd(6,8) | 46, sa det finns odndligt manga 16sningar till heltalsekvationen 8z + 6y = 46. Vi delar
bigge sidor med 2 och loser istillet 4z + 3y = 23. Det finns tva 19sningar, eftersom (zg, yo) = (5,1) dr en
16sning och (z,y) = (54 3n,1 —4n), n € Z ér alla 16sningar. Om n > 0, blir y negativt och om n < —1, blir
x negativt, sa (z,y) = (5,1), (2,5) dr de tva mojliga 16sningarna.

b) Berikna sgd(548, 56) med hjilp av Euklides algoritm. (3p)
Svar:

948 =956 4 44

56 =1-44 + 12
44=3-12+8
12=1-8+4,
8=24.

sa sgd (548, 56) = 4.

8) Still upp additions- och géangertabellen modulo 9.

a) Hitta (med hjilp av tabellerna) alla inverterbara element i (+,Zg) och i (-, Zo). Bp)

Svar:

| (+Z) [0 [1[2][3[4]5]6]7[8]
0 O(1(2|13|14|5|6|7]8
1 1121314|15]6|7]81]0
2 21314(15]6|7]18|01]1
3 3/4|5|6|7|8/0|1|2
4 4156780123
5 51678012314
6 6718|0123 |4]5
7 7180|1234 |5]|6
8 810 |11(2(|3[4|5]6]7

Alla element i Zg har additiv invers: —0 = 0,—1 =8, -2=7,-3=6,—-4=5,-5=4,—6=3,-7 =
2, -8 =1.



[ (Zo)JJ0]1]2]3[4]5][6]7]8]
0 JOoJoJo[0]0]0]O[0]0O
I JJoj1[2]3[4[5]/6]7]8
2 |o[2]4]6|8|1[3][5]7
3 [0[3]6]0[3]6]0]|3]6
4 o483 |7|2]6[1]5
5 |o[s5]1]6|2]7|3[8]4
6 |0[6]3]0]6]3]0]6]3
7 Jo[7]5]3]1|8]6]4]2
g8 |o0[8]7]6]5]4|3|2]1

Inte alla element i Zg har multiplikativ invers: 171 = 1,271 =547 =751 =2 771 =481 =8,

b) Anvind ldmplig tabell och besvara om det gar att 16sa ekvationen 6x = 5 (mod 9)? (1p)
Svar: Nej, man ldser av i tabellen att ingen multipel av 6 blir 5 modulo 9.

¢) Ge fullstiandig 16sning till 62 = 3 mod 9. (1p)
Svar: Man liser av i tabellen att restklasserna x = 2, x = 5 och x = 8 modulo 9 16ser ekvationen.

d) Vad betyder beteckningen [2]g? (1p)
Svar: Man menar hela méangden {..., —7,2,11,...}, det vill sdga ekvivalensklassen av alla tal som kan skrivas
pa formen 2 + 9n, for nagot n € Z.

e) Forenkla [2]3” s& 1angt som mojligt. (2p)

Svar: 23 = —1 (mod 9) ger forenkling av uttrycket till [21+36]g = [2- (—1)6]g = [2]o.



