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Lycka till! Urban

1a) Visa att utsagan (—p A q) — (¢ V p) dr en tautologi. (2p)
Svar:
Pla| 7P| PAG|qVp| pAg—=qVDp
F|F| S F F S
F|S| S S S S
S|F| F F S S
S|S| F F S S
b) Betrakta foljande hypoteser. Somliga lirare dr gamla och somliga studenter &r lédrare. (4p)

Medfor detta att somliga studenter ar gamla?
Borja med att rita Eulerdiagram och bevisa sedan med hjélp av predikatlogik.

Vi har f6ljande utsaga:

Somliga ldrare dr gamla
Somliga studenter &r ldrare
Somliga studenter dr gamla




Vi letar motbevis, och antar ddrfor att alla studenter dr unga. Vi later en ldrare vara gammal (blatt i figuren),
vilket gor den forsta hypotesen sann. Vi later en ung student vara en ung ldrare (gront i figuren), vilket gor
andra hypotesen sann. Motbeviset 4r klart. Man kan alltsa inte dra slutsatsen att somliga studenter dr gamla, ur
de givna hypoteserna.

2)Lat A = {a,b,c,d} och B = {a, c, d, e, f}. Pa a) och b) kridvs bara svar.

a) Ar tomma mingden element i alla mingder? Svar: Ne;j. (1p)
b) Ar tomma mingden delmiingd i alla mingder? Svar: Ja. (1p)
¢) Hur ménga element innehaller (AU B) \ (BN A)? (2p)
Svar: 3, eftersom den sokta mingden ir {b, e, f}.

d) Hur manga element innehaller den kartesiska produkten A x B? (2p)

Svar: 4 - 5 = 20, det vill siga antalet element i méngden av alla ordnade par (x,y), 2z € Aochy € B.

e) Antag att vi kdnner till a = | XUY| och b = | X NY|, for de tvd mdngderna X och Y. Vad &r det sammanlagda
antalet element i méngderna, det vill sdga, vad blir | X | 4 |Y'|? Motivera ditt svar. (4p)
Svar: | X| + |Y| = a + b. Unionen X UY innehaller for fa element och vi maste ldgga till antalet element i
snittet. Med andra ord, unionen innehaller ju | X \ Y| + |Y'| element och vi adderar | X| — | X \ Y| = | X NY|.

HLatf NN, f(z) =2 + 1.

a) Ar f injektiv eller surjektiv eller bidadera? (3p)
Svar: Eftersom vi har definierat funktionen pa de naturliga talen, sa kommer inte alla naturliga tal att tréffas,
tillexempel f(x) # 4, for alla z. Dérfor dr funktionen inte surjektiv. Injektiviteten haller eftersom de negativa
talen inte ingar i definitionsmingden.

b) Samma fragor som i a), men om istillet f : R — [1, 00), och i §vrigt med samma definition av f? (Gp)

Svar: Nu blir funktionen surjektiv, eftersom =z = /y — 1 € R, for alla y i malméingden [1, co). Men den blir
inte injektiv eftersom tillexempel 12 + 1 = (—1)? + 1 =2 € [1, 00).

4) a) Hur definierar man en geometrisk och en aritmetisk summa? 3p)
Svar: Summan Z?:o a; dr aritmetisk om, for alla ¢, a;11 — a; = C' &r en reell konstant. Summan dr geometrisk
om for alla i, a;1/a; = C ir en reell konstant.

b) Berdkna summan (3p)
3+7+114+...4+59

med hjilp av en limplig formel. Hur ménga termer har den? Ar den geometrisk eller aritmetisk? Summan
ar aritmetisk, vilken ger 3(n + 1) + 4%. Men vi behover ta reda pa n. Subtrahera 3 fran 59 och dela
med 4 ger att n = 14, si den har 15 termer. Dirfor dr var summa 3 - 15 + 41415 vilket efter forenkling blir

2
31-15 =310+ 150 + 5 = 465.

5) a) Visa med hjilp av induktion att 7, k = ™25 forallan € Z,. (3p)

Svar: Basfall: 1 = lec=1 k= 1(1; L Antag, som induktionshypotes, att » ;' _, k = w

Vi far Sptl g = i) () = nletl) | 200D (e )0E) et skulle visas.

, for givet n > 1.

b) De harmoniska talen definieras via summan H(n) = 1+ 1 + ...+ L, fér n € Z,. Visa med hjilp av
induktion att H (n) < \/n, for alla heltal n > 7. (Ledtridar: Basfallet &r 0 < /7 — H(7) =~ 0.0529; se dven
Figur 1. Du vill kanske anvinda dig av v/n > /7 > 5/2 i induktionsteget.) (6p)



Svar: Basfallet ir givet i uppgiften. Vi antar som induktionshypotes att H(n) < /n for ett fixt n > 7. Vi
1

méste visa att H(n) + -5 = H(n + 1) < v/n + 1. Givet induktionshypotesen ricker det darfor att visa att

Vn+ n%rl < v/n 4+ 1. Vikvadrerar bigge sidorna och far det ekvivalenta uttrycket: n+ AU S 1,

n+1l ' (nt1)2
sé det ricker att visa att 2n—‘ﬁ + ﬁ < 1. Eftersom 1//n < 1/v/7 < 2/5 foljer,

NG 1 2 1 4 1 64-4+5
2 <t s <ot E= <,
el 2 SV T s 5T 8T 6as

vilket skulle visas.

Figur 1: Funktionen H (n) representeras av den streckade linjen och y/n ir den heldragna.

6) a) I ett parti Nim foreslar Lisa att Kalle borjar flytta fran positionen (6, 5, 3), tre hdgar med

vardera 6, 5 och 3 tindstickor. Reglerna #r: man turas om att ta bort ett valfritt antal stickor fran

en valfri hog, som minst en och som mest en hel hog. Den som inte kan dra forlorar. Kan Lisa vara

siker pa att vinna? (3p)
Svar: Nim-summan av de tre hogarna blir 0: 6 54 3 = 1102 ¢ 1013 ¢ 0115 = 0. Dérfor kan inte Kalle vinna
om han borjar och om Lisa spelar perfekt.

b) Kalle kontrar och foreslar att fran samma spelposition istéllet spela spelet “21”, men nu som

en summa av tre “21-spel”. Han pastar att han har ett vinnande drag om han fér bérja fran positionen (6, 5, 3).
I spelet “21” far man ta en eller tva stickor fran exakt en hog, och ingenting annat; sista draget

vinner. Bevisa eller motbevisa Kalles pastaende. (Gp)
Svar: Har &r situationen lite annorlunda eftersom vi maste rikna i de ekvivalensklasser som uppstar i “21”:
6 =21 0,5 =291 2 och 3 =91 0. Vi far att Nim-summan av hégarna blir 2 och Kalle kan alltsa vinna om han tar
bort tva stickor fran mellersta hogen.

¢) Vad menar man (i det hiir sammanhanget) med uttrycket en summa av spel? (3p)
Svar: En summa av spel brukar betyda att man spelar i exakt en spel-komponent at gangen, givet de vanliga
spelreglerna i varje spelkomponent. Att man kallar det “summa” beror pa att man kan fa ut virdefull infor-
mation genom att rdkna ut Nim-vérdet av varje komponent och sedan utfora bitvis XOR-addition pa bas-2
utvecklingen av de respektive Nim-virdena.

7) Denna uppgift handlar om delbarhet. Definiera begreppet! 3p)

a) Lisa handlar frukt f6r 26 kronor, bananerna kostar 6 kronor och &pplena 4 kronor styck. 3p)
Hur manga kdper hon av varje sort? Visa hur manga I6sningar det finns.

Svar: 2 = sgd(4,6) | 26, sa det finns odndligt manga 16sningar till heltalsekvationen 6z + 4y = 26. Vi delar

bigge sidor med 2 och loser istillet 3z + 2y = 13. Det finns exakt 2 19sningar eftersom (zg, yo) = (3,2) éren

16sning och (x,y) = (34 2n,2 — 3n), n € Z dr alla 16sningar. Om n > 0, blir y negativt och om n < —1, blir

x negativt, sa (z,y) = (3,2), (1,5) dr de tvd mojliga 16sningarna.



b) Berikna sgd(248, 76) med hjilp av Euklides algoritm. 3p)
Svar:

248 =376+ 20

76 =320 + 16
20=1-16+4
16=14-4,

sa sgd(252,98) = 4.

8) Still upp additions- och géngertabellen modulo 8.

a) Hitta, med hjilp av tabellerna, alla inverterbara element i (4, Zg) och i (-, Zg). (3p)

Svar:

[(+2s) [0]1]2]3]4]5]6]7]
0 O|1(2|3|4|5|6|7
1 112(3[4]|5]6|7/|0
2 2131415167101
3 314(5(6[7]0]1]2
4 41516 7|01]2|3
5 5/16|/7]01(2]34
6 67101231415
7 7101112341516

Alla element i Zg har additiv invers: —0 =0,—-1=7,—-2=6,-3=5,—-4=4,-5=3,-6=2,—-7=1.

| (Zg) J0]1[2]3]4][5][6]7]
0 JoJoJoJoJoJo[0]7
I Joj1|2]3[4[5]6]7
2 Jo[2]4]6]0]2]4]6
3 Jo[3]e|[1]4]7]2]5
4 Jo[4]of4]o[4]0]4
5 Jo[5]2]7]4]1]6]3
6 |0[6]4]2]0]6]4]2
7 0|7]6|5/4|3[2]1

Inte alla element i Zg har multiplikativ invers: 1-' = 1,371 = 3,571 = 5,771 = 7.

b) Anvind lamplig tabell och besvara om det gar att 16sa ekvationen 6x = 5 mod 8? 3p)
Svar: Nej, man ldser av i tabellen att ingen multipel av 6 blir 5 modulo 8.
Ge fullstdndig 16sning till 6 =4 mod 8?
Svar: Man lédser av i tabellen att bidgge restklasserna x = 2 och x = 6 modulo 8 16ser ekvationen.
¢) Vad betyder beteckningen [3]7?

Svar: Man menar hela méngden {...,—4,3,10,...}, det vill siga ekvivalensklassen av alla tal som har rest 3
vid division med 7.
Forenkla [3]3 s 1angt som mojligt. 3p)

Svar: 32 = 2 mod 7 och 22 = 1 mod 7 ger forenkling av uttrycket till [3]7[3%]2 = [3]7[2]2 = [3]7][2%]2 =
[37.



