Vektoranalys
Kap 16



Avs. 16.1

Divergensen av ett vektorfilt F = i + Fyj + Fsk:
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Rotatiowen av ett vektorfalt F = Fyi + Fyj + F3k:
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Diwvergensen av ett plant vektorfalt F = Fii + Fbj:
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divF = o + 5y

Rotationen av ett plant vektorfalt F = Fii + Fbj:
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Sats 1 (sid 890) : divF(P) = lim / / F.N dS
) e—0+ 7Te3

N e 5.(P)
S](P) [ sfar med centrum 1]/\ g _
F/’ L X P och med radie € fisdet ut genom S.(P)

Detta ar en foljd av Gauss’s divergenssats i avs. 16.4
men bevisas dven separat i avs. 16.1.

Om F representerar en stationir stromning (dvs. tidsoberoende)

sa ger divergensen div F(P) saledes ett matt pa hur mycket av det
strommande mediet som per volymsenhet flodar ut fran (eller in mot) P
dvs. hur mycket av mediet som produceras (eller konsumeras) i punkten P
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Héar ar div F(P) stort



Sats 2 (sid 895) (curl FeN)(P) = lim = % Fedr

e—0+ TTe?

\ Ce(P)
N / Y4 randkurvan till cirkelskivan - g )
curl<F (P) C.(P) med centrum i P, radie € Arbetet runt C,(P)

och normalvektor N
w 7 /

Detta ar en foljd av Stoke’s sats i avs. 16.5
men bevisas dven separat i avs. 16.1.

Det framgar av ovan att arbetet ar som storst da cirkelskivans
normalriktning sammanfaller med curl F(P) dvs cirkulationen
kring P &r som storst runt den axel som curl F(P) spanner upp.
Vidare foljer det att |curl F(P)| &r ett matt pa denna maximala
cirkulation. Sa rotationen uttrycker hur mycket faltet tenderar
att virvla i punkten och riktningen pa rotationsvektorn indikerar
den axel kring vilket rotationen ar som storst.
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Avs. 16.2

Ett vektorfalt F sags vara kallfritt i ett omrade D om
divF = 0 for alla punkter i D.

Vektorfaltet sags vara virvelfritt i D om

curl F = 0 for alla punkter i D.



Sats 3 (sid 897): kallas Laplaceoperatorn och betecknas
dven med V? eller mer vanligen A sa

Vww=V=A=2+ 2+ %
(9) Veo(VXF)=0 l

(h) VxV¢p=0

(7)) VX (VXF)=V(VeF)—-V.VF

Det foljer av (g) att om G =V x F {or nagot
vektorfilt F sa ar G kallfritt

och av (h) foljer det att om F = V¢ for nagon
funktion ¢ (dvs om F ar konservativt) s& ar F virvelfritt.

Sats 4 (sid 899): Om F ar ett glatt virvelfritt vektorfalt pa
ett enkelt sammanhangande omrade D sa ar F konservativt.




For Hollywood versionen av satsen, kolla in klassrum scenen i filmen
"A Beautiful Mind": http://www.youtube.com/watch?v=uP9JsrZ1XPs

Scenen ar mellan 30-32 minuter in i videon. | Russell Crowes notation, Sats 16.2.4
sager att dim(V/W) = 0 om R”3 \ X ar enkelt ssammanhangande



http://www.youtube.com/watch?v=uP9JsrZ1XPs

Vi sager 1 denna kurs att ...

en funktion ar glatt (smooth) om alla dess partiella
derivator av hogre ordning ar kontinuerliga.

ett vektorvard funktion ar glatt om dess
komponentfunktioner ar glatta.

en kurva eller yta ar glatt om den kan
parametriseras med nagon glatt vektorvard funktion.

Anm. Begreppet glatt definieras lite olika i olika bécker. Begreppet anvinds
i satser och argument som en forsiakran om att ingaende funktioner &r
“tillrackligt reguljara” dvs. att de gar att derivera sa manga ganger som
behovs och att derivatorna ar kontinuerliga och ”snalla”. Ovanstaende
definitioner ar inte desamma som i boken men duger bra for vara dndamal.



Ett omrade D sags vara enkelt sammanhdngande om varje
enkel sluten kurva kan “dras ihop kontinuerligt” till en punkt

1 D utan att nagon gang innehalla punkter utanfor D
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Greens sats (avs.16.3)

Lat D vara ett reguljart och slutet omrade i1 planet
vars rand 0D bestar av en eller flera styckvis glatta

kurvor som ar positivt orienterade m.a.p. D.
Om F = Fyi+ F5j ar ett glatt vektorfalt pa D sa ar
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Gauss’s divergenssats (avs.16.4)

Lat D vara ett reguljart omrade i rummet vars rand

0D bestar av en eller flera styckvis glatta ytor som ar
orienterade med utatriktad normalvektor N(z, y, z).

Om F = Fiji+ F5j + Fsk ar ett glatt vektorfalt pa D sa ar
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P& liknande vis som for omraden i planet ar ett omrade

1 rummet requljart om det kan delas upp

1 andligt manga

delar som vart och ett ar x-enkla, y-enkla och z-enkla.
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medelvardesegenskapen
for trippelintegraler

l

divF(P) = lim /// divF dV
e—0+ Volymen av B(

klot med centrum i
FoN dS P och med radie ¢

OB.(P)

= lim
T e—0F —7'('63

[ Qauss’s ] flodet ut ur B, (P)
divergenssats

Detta visar Sats1 i avs.16.1 och motiverar tolkningen av
div F som matt pa kallproduktion.



Stokes’s sats (avs.16.5)

Lat S vara en styckvis glatt yta som ar orienterad med
normalvektor N(:}:, Y, z) som &r sadan att dess kant C
bestar av en eller flera styckvis glatta och slutna kurvor
med positiv orientering m.a.p. ytans orientering.

Om F = Fji+ F5j + F5k ar ett glatt vektorfalt i ett
omrade som omfattar S sa ar

fF-dr — // curl FeN dS
C S




Fedr = curl FeN dS
C S
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Arbetet langs kantkurvan Rotationen pa ytan



medelvirdesegenskap

(curlF - N)(P) = lim curl F - N dS
e—0+ Arean av S
5 (P)
1 ; .

L cirkelskiva med
61_1>%l_|_ — E2 Fedr centrum i P, radie e
C ( P) och med normalvektor N

Stoke’s sats Arbetet runt C.(P)

Detta visar Sats2 i avs.16.1 och motiverar tolkningen av
curl F som matt pa vektorfialtets tendens att virvla.



