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Vecko-PM lasvecka 4

Calculus: 14.1 - 14.6, 10.6

De tre forsta lasveckorna i kursen (del 1) handlade i huvudsak om derivering av funktioner
av flera variabler och hur dessa derivator kan anvéndas for att 16sa/analysera olika typer
av problem. De aterstaende veckorna (del 2) kommer istéllet handla mycket om integrering
av funktioner av flera variabler. I envariabelanalysen sag vi hur integraler kan anvéandas for
att t.ex. berdkna areor av omraden i zy-planet, areor av rotationsytor eller massa av en
rak trad med varierande densitet. Vi skall bygga vidare pa den teorin och se hur man kan
integrera funktioner av tva resp. tre variabler och da kunna berédkna t.ex. volym och massa
av kroppar i rummet, area och massa av ytor och lite ldngre fram i kursen skall vi rdkna
pa fléden genom ytor. Vi borjar denna "resa” med att se hur funktioner av tva variabler
kan integreras genom s.k. dubbelintegraler. Definitioner och viktiga rékneregler finns i avs-
nitt 14.1. Fér hand beréknas dubbelintegraler genom s.k. upprepad enkelintegration dvs.
genom tva integrationer efter varandra (forst i z-led och sedan i y-led, eller vice versa), av
den typ vi redan kénner till fran en variabel. Nér vi integrerade funktioner av en variabel
var det egentligen aldrig nagra svarigheter med integrationsgranserna, utan vi dgnade den
mesta av tiden at olika typer av integrationstekniker. Samma integrationstekniker kommer
vi anvédnda i flera variabler men nu ar det inte alltid lika enkelt att bestdmma integra-
tionsgranserna. Om omradet man integrerar 6ver inte ar rektangulért, vilket vi kommer
studera speciellt i avsnitt 14.2, sa kommer integrationsgrinserna m.a.p. den ena variabeln
bero pa den andra variabeln. Ofta kommer det da att vara till stor hjalp om man kan
skissa integrationsomradet. Avsnitt 14.3 handlar om generaliserade dubbelintegraler och
medelvdrdessatsen for dubbelintegraler och avsnitt 14.4 handlar om wvariabelsubstitution 1
dubbelintegraler, dar en av de viktigare substitutionerna ar 6vergang till poldra koordinater.
Vidare i avsnitt 14.5 skall vi se hur funktioner av tre variabler kan integreras genom s.k.
trippelintegraler. I huvudsak ar det inte sa stor skillnad pa att integrera funktioner av tva
respektive tre variabler, men da integrationsomradet i en trippelintegral ar ett omrade i
rummet kan det dock ibland vara om nagot d&nnu lite klurigare att bestdmma integrations-
granserna. En annan skillnad ar ocksa att vi i trippelintegraler har dnnu fler mojligheter
pa vilken ordningsfoljd vi kan integrera. Slutligen skall vi denna vecka se hur man kan gora
variabelsubstitution i trippelintegraler och i avsnitt 14.6 dgnas mest fokus pa 6vergang till
s.k. cylindriska koordinater och sfiriska koordinater. Dessa koordinatbyten tas dven upp i
avsnitt 10.6 som snarare skall betraktas som en del av avsnitt 14.6.

Rekommenderade uppgifter

Avsnitt Godkéntniva Overbetygsniva
Instuderingsuppgifter | Traningsuppgifter
14.1 13 15, 17
14.2 | 3,5,19 9,13 15, 25, 27, 30
143 |3 7,9 17, 21
144 | 3,9, 11 15, 21, 23, 25, 27, 33, 36
32(u=x+y,v=3x+4y), 35b
145 | 1,5 9, 14, 16 7,11, 27
10.6 | 1-14
146 |1,3 13, 15, 16 5, 14.4.29

Veckans kryssuppgifter: 14.2.13, 14.4.21, 14.5.7, 14.6.13



Larmal:

For att bli godkind pa kursen skall du kunna:

Adams | Mal

14.1 kdnna till och utnyttja dubbelintegralens egenskaper (sid 794) vid problemlésning

14.2 berikna dubbelintegral genom upprepad enkelintegration (sats 14.2.2).

14.3 avgora huruvida en integral dr generaliserad och i sa fall forklara vad som gor den
generaliserad.

14.3 berdkna generaliserad dubbelintegral for f(z,y) > 0 och dérigenom avgora
konvergens/divergens.

14.3 veta vad som menas med medelvéirdet av en funktion av tva eller tre variabler
pa ett omrade.

14.4 ange sambandet mellan cartesiska och polédra koordinater samt sambandet mellan
areaelementen.

14.4 ange hur ett omrade givet i cartesiska koordinater transformeras vid 6vergang till
andra koordinater och omvant.

14.4 kiinna till vad som menas med att en transformation R? — R? ir ett-ett (sid 813).

14.4 berdkna dubbelintegraler med hjalp av variabelsubstitution.

14.5 berdkna trippelintegraler genom upprepad enkelintegration.

14.6 ange sambanden mellan cartesiska och sfiriska/cylindriska koordinater samt
sambandet mellan volymelementen.

14.6 beridkna trippelintegraler med hjélp av variabelsubstitution.

14 tillaimpa dubbel- och trippelintegral fér att bestamma t.ex. area, volym,

massa, laddning och tyngdpunkt (ej troghetsmoment).

For overbetyg skall du ocksa kunna:

Adams | Mal

14.1 forklara vad det innebéar att f ar integrerbar 6ver ett rektanguldrt omrade
i planet (s 791 och 792) och utnyttja Riemannsummor for att approximera
vérdet pa en integral (se t.ex ex.1 s 792-3).

14.1 utnyttja symmetrier vid berdkning av dubbelintegraler (se t.ex ex. 3 s 794-795).

14.3 formulera och bevisa medelvirdessatsen (sats 14.3.3) for dubbelintegraler.

14.4 formulera satsen om variabelsubstitution i dubbelintegraler (sid 814).

14.4 véalja lamplig variabelsubstitution for berdkning av dubbelintegral

14.6 véalja lamplig variabelsubstitution for berdkning av trippelintegral

14 beriikna itererad enkelintegral, tva/tre variabler, genom att kasta om

integrationsordningen (se t.ex. 6vn. 14.2.15).




