Tentamen
MVEO085 Flervariabelanalys V2

2012-10-25 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Adam Andersson, telefon: 0703 088 304

Hjalpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentan krévs antingen 25 poéng pa godkéntdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna &r
godkdnda var for sig. For godként pa del 1 krdvs minst 10 poéng, for godkint pa del 2 kravs 13 podng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far erséitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nista lisar.
For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42
poidng sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar l4ggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kur-
swebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se nésta blad

Godkéntdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poédng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkantgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstéandig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Bestim det kortaste avstandet mellan parablerna y = 22 + 1 och = = 32 + 1.

Losning: Avstandet mellan en godtycklig punkt (z1,y1) pa kurvan z = y? + 1 och en
annan godtycklig punkt (z2,y2) pa kurvan y = 22 + 1 ges av

d((z1,91), (z2,52)) = /(w1 — 22)2 + (1 — 12)? = \/(y% +1—22)2+ (1 — (23 4+ 1))?

Vi vill nu bestdmma z2 och y; som gor att detta avstand blir s litet som mdojligt. For
enkelhets skull minimierar vi istéllet kvadraten pa avstandet och anvinder beteckningarna
x och y istéllet for xo och yp. Vi vill alltsa bestdmma det minsta vardet pa;

fl@y) =@ +1-2)" + (y — (27 + 1))

Man inser latt att problemet har en unik 16sning (skissa kurvorna) och av symmetrisskil
maste det vara sa att y = x i denna l6sning. Vi kan dérfor reducera problemet till att
bestdmma minsta virdet av;

g(x) = flz,2) =2(2* +1 — a:)2

Eftersom ¢'(z) = 4(z*+1—x)(2z—1) och 2?+1—2 > 0, for alla z, sd &ir ¢'(z) =0 & = = 3.
Vi konstaterar siledes att det minsta virdet pa f(z,y) antas i punkten (3,3) och att
f(3.3) =%

3

Svar: Det kortaste avstandet mellan kurvorna ar N

(6p)



1 1
7. Bestdm filtlinjerna till vektorfiltet F(z,y) = “eV’i —e%j
T Yy

Lo6sning: Filtlinjerna bestdmms av differentialekvationen Fldr S—

o . (zy) — Fa(zy)”
I detta fall far vi att;

der  dy T g2 T
y—?é:redx—ye <:><.1‘—1>6—§€ +C

Svar: Filtlinjerna dr implicit bestdmda av (x — 1)e® = %eyQ +C

8. (a) Laplaceoperatorn A till en reellvird funktion av tre variabler f(x,y,z) &r given av
Af = 0%f/0x® + 0% f|0y? + 0% f/0=2. For ett vektorfilt F = Fii + Foj + F3k giller
att AF = AF1i+ AFyj+ AFsk. Visa att

AF =V(VeF) -V x (V x F).
Lo6sning: Jag nojer mig med att visa att den forsta komponenten (komposanten

i z-led) i bada led &r lika, de ovriga visas pa liknande vis. Forsta komponenten i
hogerledet ér;

O (OR | OFy OF\ (0 (0F, OF\ 0 (0K OB _
Oxr \ Ox y 0z Oy \ Oz y dz \ 0z ox N

forsta komponenten i V(VeF) forsta komponenten i Vx(VxF)

_0’Ry N O*Fy N PR R N O F N PR PR
022 0x0y  0x0z Oydx  Oy? 022 020r
O’F  0°F  0°h
= + o
Ox? Oy? 022

vilket dverenstdmmer med forsta komponenten i vénsterledet dvs. AF;. / VSB

(b) Ange ett resultat som tolkar VeF som utflodesintensitet/kéllproduktion.

Svar: Om S.(P) &r sfiren med centrum i P och med radie € och N ér den utatriktade
enhetsnormalen pa denna sfir sa ér;

=0+ %7%3

divF(P) = lim ! / / F.NdS
Se(P)

(6p)

(4p)

(2p)
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Godkéntdelen: del 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Lat C vara den del av sinuskurvan y = sinz, dir 0 < x < 27 (dvs. en periodlingd).
Stéll upp en integral som ger lingden pa kurvan C' (obs! integralen behover inte
beréknas).
(2p)
Losning: En parametrisering av kurvan C' ges av; r(z) = zi +sinzj, 0 < x < 27.
Med denna parametrisering ér; r'(z) = i+ coszj och |[r'(z)| = V1 + cos? x s4;
2m
Svar: Lingden av C' ges av integralen [ /1 + cos? z dzx.
0
0
(b) Antag att f &r en reellviird funktion av tre variabler. Uttryck g f(st,2s,3t) i de
partiella derivatorna av f.
(3p)
Svar: sfi(st,2s,3t) + 3 f3(st,2s,3t)
(c) Bestdm den riktning i vilket riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = 2® + 32 i
punkten (1,2) &r som storst, samt ange detta storsta vérde. (3p)
P
Losning: Riktningsderivatan Dy f(1,2) &r som storst i gradientens riktning dvs. da
v =V f(1,2)/|Vf(1,2)] och virdet pa riktningsderivatan i denna riktning dr |V f(1, 2)|.
Vi har Vf(z,y) = 3221 + 2yj och speciellt &r V£(1,2) = 3i + 4j och |Vf(1,2)| =
V3% +42=5.
Svar: Riktningsderivatan &r som storst i riktningen 3i + 4j och antar da vérdet 5.
Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.
2. Lat f(x,y) = ot +9* —day + 1
(a) Funktionen f har tre kritiska punkter, varav en &r (1,1). Bestdm de andra tva. (3p)
b
L&sning: De kritiska punkterna dr de punkter i vilket V f = 0. Vi har;
43 —4y = 0 y = a3 y = a3
vf(xuy)_0<:>{4y3_4x = 0 <:>{l’ — y3 g r = x9
Viharz=2° & 2(1-2%) =0 & x=0eller z = £1
sa de kritiska punkterna &r (0,0), (1,1) och (—1,—1).
Svar: De tva andra kristiska punkterna &r (0,0) och (—1,—1).
(b) Bestéam karaktdren hos alla de kritiska punkterna till funktionen f
(dvs. avgor om de motsvarar lokala max, min eller sadelpunkter). (3p)
P

Losning: For att bestdmma karaktédren hos de kristiska punkterna studerar vi funk-

tionens Hessian H(x,y) = { f11(x,y) fi2(@,9) ] = [ 1208 4 ]

fa(z,y) folwy) | [ -4 1297
Eftersom det(#(0,0)) = ' _04 _04 ’ < 0 sa dr (0,0) en sadelpunkt.
12 —4
Eftersom det(H(£1,£1)) = 4 12 |7 0 och fi1(£1,£1) >0

sa dr (1,1) och (—1,—1) lokala minimipunkter.

Svar: (0,0) &r en sadelpunkt och (1,1), (—1,—1) &r lokala minimipunkter.
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Godkiantdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Lat S vara den del av sfiren 22 +y?+ 2% = 5 som ligger ovanfor konen z = /22 + y2.

Berikna arean av S. (3p)
= v/5sin ¢cosb
o _p . . . . 0<o¢< /
Losning;: I sfiriska koordinater beskrivas ytan av { y = /5sin¢sinf 0<g<?
2 = /5 cos o} -

och uttryckt i parametrarna ¢ och 0 ar dS = (v/5)? sin ¢ dpdf sa;

2 w/4
Arean avS://dS:/ </ 5sin¢d¢> d9:107r[—cosq§]g/4:107r (1—%)
s 0 0

Svar: Arean av S ar 107w (1 — %)

2

(b) Lat D vara det omrade i xy-planet dir 22 < y < 1. Forklara varfor / %dA
DY

skall betraktas som en generaliserad integral och avgér om den &r konvergent eller
divergent. (3p)

Losning: Integrationsomradet D #r begréinsat men integranden &ér obegrédnsad i den
del av D som ligger nira origo t.ex.kan vi notera att lings kurvan y = 2 #r inte-

2
granden %y

> = m%, vilket antar obegréinsat stora viarden nira x = 0. Vidare ér;
2 1 1,2 1 RE 1
//dA / (/ 2dy>da::/ :L'Q[] dx:/(l—xz)dac<oo
D Yy? -1 \Jz2 ¥ —1 Y 1z2 —1
Svar: Integralen dr generaliserad ty integranden &r obegréinsad pa D.
Integralen &r konvergent.

<

Till foljande uppgifter skall fullstéindiga lésningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

4. Antag att ett kraftfilt beskrivs av F = 2zyi + (22 + 2y2)j + (y* + 1)k

(a) Berdkna curlF. (2p)
Losning:
i i K
curlF=| 2 o 8@ = (2y—2)i— (0—0)j+ (2z —2x)k =0

2ry  x? +2yz y?+1

Svar: curlF =0

(b) Beriikna det arbete som F utrittar pa en partikel som ror sig raka strickan fran
(1,-1,2) till (0,2,1). (4p)

Lésning: Eftersom kraftfiltet dr virvelfritt pa R? (enligt a) sa #r filtet ocksa kon-
servativt pa R3. Siledes #ir F = V¢ for nagon potential ¢ och vi har fc Fedr =
#(0,2,1) — ¢(1,—1,2), for varje (orienterad) kurva C fran (1,—1,2) till (0,2,1). Lat
oss dirfor bestdimma en potential till F;



¢1 = 2zy
F=V¢ & { ¢o=202+2yz

¢3=y>+1
Den forsta ekvationen ger att ¢ = x%y + g(y, 2), for ndgon funktion g. Deriverar vi
detta samband med avseende pa y och kombinerar med ekvation 2 ovan sa far vi att
g1(y, 2) = 2yz = g(y, z) = y*2 + h(z), for ndgon funktion h. Genom att utnyttja de
tva forsta ekvationerna ovan sa kan vi alltsd konstatera att ¢ = z2y + y?z + h(2),
fér nagon funktion h. Deriverar vi detta samband med avseende pa z och kombinerar
med den tredje ekvationen i systemet ovan sa far vi att h'(z) = 1= h(z) =2+ C, sa
vi konstaterar att ¢ = 2%y + y?>z + z + C. Speciellt far vi att

/F-dr:¢(0,2,1)—¢(1,—1,2):5—3:2
C

Svar: Arbetet som kraftfaltet utrattar ar 2.

5. Lat ) vara det omrade i rummet som begrinsas av ytan z = 2 — 2 — 32 och planet z = 1.
Beriikna flsdet av vektorfiltet F = 2zyi + (22 + 2y2)j + (y? + 1)k ut ur Q.

Losning: Gauss’s sats ger att;

Flodet ut urQ:// F-NdS:/// dideV:///(2y+2z)dV:
o0 Q Q

2—x2—y2
[z [ ( / d) dody —
Q r24y2<1 1
= // [ZQ]fixLyQ dzdy = // (2- 22 —y?)? — 1) dady =
z24+y2<1 z24y2<1

:/:W </01((2r2)21)rdr) do = 2x [_61(273)3;73}; S (_61;+2> = %ﬂ

Svar: Flodet ut ur Q ar 47/3.



